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Dinamica de levas planas

Analisis de incertidumbre de tipo paramétrico para precision en altas velocidades
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Resumen—En este trabajo se expone la investigacién
realizada sobre la cuantificacion de incertidumbre en el
comportamiento dindmico de un sistema tipo leva seguidor,
contemplando el efecto de la variabilidad de algunos parametros
del modelo matematico representativo del sistema mecanico.
Parametros tales como las constantes de rigidez de los resortes
actuadores, la rigidez de los cuerpos intermedios del sistema asi
como las cotas efectivas de las superficies de alzada de la leva,
pueden tener cierta variabilidad debido a aspectos de material, a
aspectos de fabricacién entre otros. Se emplea un modelo
mecanico sencillo con masas suspendidas y vinculadas entre si
por resortes. Se adoptan variables aleatorias asociadas a los
parametros aleatorios y cuyas funciones de distribucion de
probabilidades se deducen empleando el Principio de Entropia
Miaxima. El modelo probabilistico se construye a partir del
modelo deterministico y luego se emplea el Método de Monte
Carlo para efectuar simulaciones para finalmente realizar un
estudio estadistico del comportamiento dinamico.

Palabras Clave — levas; dinamica; incertidumbre; modelacion
probabilistica; Método Monte Carlo

I. INTRODUCCION

El mecanismo leva-seguidor es un sistema muy utilizado
en la técnica moderna, caracterizado por un potencial
inigualable, ya que mediante el tallado de un cilindro o una
placa a la que luego se le da un movimiento giratorio o
translatorio puede imprimir cualquier funcion en el seguidor,
sin embargo la literatura técnica disponible no aborda todas las
implicaciones dinamicas al respecto. Se supone intuitivamente
que el seguidor siempre obedecerd las leyes conocidas de
movimiento del seguidor como son: la ley arménica, ley
parabdlica, la ley cicloidal, las polinomiales y otras [1]. Sin
embargo esto no siempre se verifica, especialmente cuando
las velocidades son altas, el seguidor tienen una longitud
importante y la inercia que se pretende elevar es alta. Un
mecanismo leva seguidor deberia siempre lograr que el
movimiento real del seguidor cumpla el requerimiento
proyectado, tarea que se complica cuando aparecen las
condiciones mencionadas. El presente trabajo pretende
identificar las variaciones que se obtendria en la respuesta
dindmica del mecanismo leva-seguidor respecto del
movimiento proyectado cuando se involucran en el estudio las
incertidumbres propias de la manufactura y del disefio como
son, la rigidez del resorte, la rigidez del seguidor, la relacion
de amortiguacion y la masa, cuestion que cobra mayor
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relevancia en nuestro medio con una industria de precision
incipiente. Se va a considerar para el estudio una leva que
cumpla la ley polinomial “345“ con un levantamiento
prescrito. Se utiliza como referencia el equipo de analisis de
levas Tecquipment TM21 del laboratorio de mecanismos y
vibraciones del DECEM Yy el objetivo radica en identificar las
variables con mas incidencia en el control del movimiento del
seguidor ayudado por las técnicas de incertidumbre para lograr
una adecuada sintonizacion de los mismos. Para lo cual se
utilizara un modelo dinamico simple masa, resorte,
amortiguador donde se consideren inciertos varios parametros.
Se deducen las distribuciones de probabilidades de los
parametros inciertos en funcion de la informacioén disponible.
Luego se construye el modelo probabilistico y se emplea el
método de Monte Carlo para efectuar simulaciones.
Finalmente se determinara la respuesta dinamica y se evaliian
distintas alternativas vinculadas a los parametros inciertos.

II. MODELO DETERMINISTICO

A. Hipotesis y breve descripcion

El modelo matematico para este estudio se basa en la
configuracion del equipo de analisis de levas Tecquipment
TM21 del laboratorio de mecanismos y vibraciones del
DECEM. En la Fig. 1 se muestra el equipo y un modelo
mecanico basico.
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Fig. 1. Esquema del equipo TM21

Para determinar la ecuacion diferencial se emplea un
modelo de un grado de libertad como el que se ve en el
esquema de la Fig. 1. La rigidez del seguidor se identifica con
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el resorte de constante k,, que en realidad es un cilindro que
conecta el rodillo del seguidor con la masa arrastrada m. La
masa m en el caso del equipo TM21 corresponde solo al
seguidor mencionado. El seguidor se mantiene en contacto con
la leva gracias al resorte de constante k; y el amortiguador ¢,
correspondiente a la friccion viscosa entre el cilindro y el
cojinete respectivo. De esta manera se puede escribir la
ecuacion del modelo deterministico como:

mi+ cx+ (kg +ky)x = kyy (1

Donde x es el desplazamiento de la masa e y el
desplazamiento de la alzada de la leva. Los puntos indican
derivacion temporal. La ley de la leva se expresa como:

n[o() -15(3) +o(3)] ro<o<p,
h iffy<0<p+5; (2)

h—h [10(%) —15(1)4+6(l%)5] fPi+BSO<P+p+ps

0 if By + B+ B3 < 6 < 360°

En la Fig. 2. Se puede apreciar una imagen de la forma de
la leva del TM21, segun se desprende de la Ec. (2). Por otro
lado, para poder caracterizar los parametros del modelo
deterministico expresado en la Ec. (1), se empleara programas
generales de simulacion numérica basados en el método de
elementos finitos, de los cuales se puede obtener rigideces
efectivas, masas e inercias, etc., de componentes mecanicos
del modelo numérico discretizado.
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Fig. 2. Alzada y forma de la leva del TM21

Asi pues, en la Tabla 1 se indican las propiedades
obtenidas y que seran empleadas como aceptando una cierta
variabilidad. Se acepta que el material también puede tener
variabilidad o incertidumbre pero que serd absorbida por los
parametros de la Ec. (1) que seran tomados como variables las
aleatorias. El resorte activo del sistema TM21 se puede
calcular empleando las tipicas expresiones de resistencia de
materiales, en funcion de la geometria (diametro de espira D =
36.6 mm, didmetro de alambre 3.31 mm) y del modulo de
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elasticidad transversal (cuyo valor se acepta en 79300 MPa)
ademas de tener 10 espiras.

TABLA I: VALORES DE LOS PARAMETROS, MODELO DETERMINISTICO

Nombre de la propiedad o parametro Valor
Constante de resorte real, k; en [N/m] 4030

Rigidez del actuador/seguidor, k; en [N/m] 33 10°
Masa del sistema, m [kg] 1.12
Altura/alzada de la leva, 4 [m] 0.05
Relacion de amortiguamiento ¢ 0.06

Coeficiente de amortiguamiento [kg/s] c; =c., C 729.58

El coeficiente de amortiguamiento ¢; se calcula [1]
conociendo el amortiguamiento critico, ¢, junto con la
relacion de amortiguamiento {. Ademas es util conocer la
frecuencia natural del sistema para establecer la zona critica de
funcionamiento  del  sistema. El  coeficiente  de
amortiguamiento y la frecuencia natural del sistema vienen
dados por 1 siguiente expresion:

6= CCT( = (ZM

o = \]kl+kz _ \/(33000+4.03)1[‘JD’0 5021840 RPM

m 1.12 2

Téngase presente que en la Ec. (3), k representa la rigidez
global del sistema, es decir k = k;+k,.

B. Solucion del modelo deterministico

La Ec. (1), de segundo orden, es relativamente facil de
resolver en forma numérica empleando el software Matlab.
Para ello se descompone en un sistema de Ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden, que se puede escribir
de la siguiente manera:

dx

— =7

dt

dv 1 “)

P (—crv— (kg + ko)x + kyy)

La solucion de la Ec. (4) estara sujeta a condiciones
iniciales homogéneas, es decir, velocidad y desplazamiento
nulos en el instante inicial. Por otro lado, de ser necesario, la
Ec. (4) también se puede expresar en funcion del angulo de
rotacion en vez del tiempo.

III. PLANTEO DEL MODELO PROBABILISTICO

En este apartado se construye el modelo probabilistico a
partir del modelo deterministico del apartado anterior,
aceptando que el mismo ofrece la respuesta media. En este
contexto se empleard el Enfoque Probabilistico Paramétrico
aceptando a los pardmetros indicados en la Tabla I como
variables aleatorias. Las funciones de distribucion de
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probabilidades de las variables aleatorias se deduciran
empleando el Principio de Maxima Entropia [2,3,4] en funcion
de la informacion disponible o aceptable sobre los parametros
inciertos.

Asi pues, las constantes de los resortes se consideran
aleatorias, la constante de amortiguamiento se considera
aleatoria, la masa del sistema y la alzada de la leva también se
consideran aleatorias. De manera que para cada uno de los
parametros del modelo se definen variables aleatorias
caracterizadas por su valor medio y varianza o coeficiente de
variacion. Las variables aleatorias V;, V3, V3, V, y Vs
representaran a los parametros k;, &k, §, m y h. Se considera
que las variables aleatorias son independientes y que las
mismas estan confinadas por valores finitos y reales. En estas
circunstancias y empleando el Principio de Maxima Entropia
[2,3,4] se puede escribir la funcion de densidad de
probabilidades de cada una de las variables aleatorias como
sigue:

1

pr )= Uer v 2 )ﬁ

d=12.... )

En la cual 1[Ly;, Uy;] es la denominada funcion de soporte
unitario de la variable aleatoria V. Ly; y Uy, son los limites
inferior y superior de la variable aleatoria, fuera de ellos la
distribucion es nula. Incorporando las distribuciones aleatorias
dadas por la Ec. (5) en la Ec. (4) se obtiene la siguiente
expresion:

dx

v

dat

dv 1 (6)
Tom (—c1v — (kq + ky)x + kyy)

Donde las letras en negritas identifican a los parametros
inciertos. Para la generacion de muestras aleatorias de cada
uno de los parametros, se emplea la funcion de Matlab,
“unifrnd(Ly;, Uy;)” y se emplea el método de Monte Carlo para
efectuar las realizaciones independientes. Luego se emplean
los datos relevados para efectuar el correspondiente analisis
estadistico. Téngase en cuenta que en la Ec. (6), y es aleatoria
a través de la aleatoriedad de A.

Para poder establecer la convergencia de la simulacién
estocastica x(0) se recurre a la siguiente expresion:

Nys /27

1
conv(Nys) = N—MSZ f”xj(@)—x(ﬁ)”zd@ (7
Jj=1 \o

La misma corresponde a la media cuadratica de la norma,
siendo Ny el nimero de simulaciones del método de Monte
Carlo.

IV. ANALISIS DINAMICO DEL SISTEMA INCIERTO

En este apartado se efectuaran diversos estudios tendientes
a dilucidar y/o comprobar la propagacion de incertidumbre en
la respuesta dinamica del sistema leva-seguidor, a partir de
considerar algunos de los parametros del modelo como
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variables aleatorias. Dado que las variables aleatorias se han
considerado independientes entre si, para poder establecer con
suficiente propiedad y grado de control la propagacion de
incertidumbre, la misma se hara para cada variable aleatoria
en particular, dejando fijas las restantes. Para todos los casos
que se evaltiian, se emplea un rango de velocidades de rotacion
entre 5, 50, 100, 150, 200, 250 y 300 RPM. La incertidumbre
es caracterizada por las curvas de todos los minimos y
maximos de las respuestas dindmicas, sean éstas de
desplazamientos, velocidades o aceleraciones.

A. Incertidumbre en la altura/alzada del seguidor, h.

La primera prueba correspondera a la incertidumbre
generada por la manufactura de la leva que incide en la
altura/alzada proyectada A=V;, ya que esta proviene de un
proceso de mecanizado por arranque de viruta. Proceso en el
cual se generan rugosidades y ondulaciones. Para obtener
valores de 4 se constatd y relevo valores tipicos de rugosidad
hallados en el maquinado por fresado segun los avances
especificados en la Tabla 2.

TABLA II: RUGOSIDAD MEDIA RA Y MEDIA EN 10 PUNTOS RM

F (mm/min) Rx (um) Ry(pm)
60 100.56 39791
70 131.93 489.26
80 123.52 822.23
90 115.06 516.10
100 102.28 397.22

A partir de adoptar un caso testigo de la Tabla II, e.g. F=70
mm/min, se alimenta junto con el valor de la alzada dado en la
Tabla I, 7=0.05 m, lo que permite generar los limites de la
variable aleatoria A=V;. Estos limites se encuentran en +£1%
del valor medio. A modo de caracterizar la posibilidad de una
condicion mas extrema en el subsiguiente calculo estadistico
se emplean, en Vs, limites superior e inferior de £5% del valor
medio. Asi pues en la Fig. 3 se aprecia la respuesta del
desplazamiento para tres condiciones de velocidad de
rotacion, mostrando los limites maximo y minimo del calculo
estadistico.

Desplazamiento

Angulo

Fig. 3. Desplazamiento del seguidor a 5, 50, 100 y 150 RPM
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En la Fig. 4 se hace lo propio que en la figura anterior,
pero en este caso para las restantes velocidades de rotacion.
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Fig. 4. Desplazamiento del seguidor a 200, 250, 300 RPM

Obsérvese de las Figs. 3 y 4 que el margen entre las
respuestas extremas es muy pequefio, sin embargo ello no
quita que se pueda dejar patentemente claro la influencia de
los efectos de tipo inercial a partir de ®=150 RPM.

En la Fig. 5 se muestran las respuestas aleatorias maximas
y minimas para la velocidad del seguidor a 10, 50, 100 RPM,
observandose los mismos patrones de comportamiento que en
las otras dos figuras.
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Fig. 5. Velocidad del seguidor a 10, 50, 100 RPM

De este estudio se percibe la leve incidencia de la
variabilidad por maquinado de la leva en cuanto a su alzada en
la respuesta del seguidor, tanto en los desplazamientos cuanto
en la velocidad. Por razones de espacio no se incluye la
respuesta de la aceleracion, sin embargo tiene el mismo
comportamiento cualitativo de los dos anteriores.

B. Incertidumbre en el resorte k;

En la Fig. 6 se muestra el desplazamiento del seguidor
considerando una incertidumbre muy grande en el resorte de
fuerza de cierre k;. En efecto se han hecho realizaciones
considerando solamente la variable aleatoria V;=k; con valor
medio dado por la Tabla I y contenida entre limites excesivos
del orden de +50% respecto del valor medio.
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Desplazamientos

angule
Fig. 6. Desplazamiento variando £; en todo el rango de velocidades

En la Fig. 7 se muestra una ampliacion de una zona de la
Fig. 6, pudiéndose observar la muy ligera banda donde se
encuentra el espacio muestral de todas las simulaciones
efectuadas con k; aleatoria.

Repuesta media

Extremo superior
Extremo inferior

605

desplazamrientos
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2.48 25 252 254 256 259 26 262 264 2.66 269
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Fig. 7. Desplazamiento variando k; (Ampliacion)

Las respuestas que se han obtenido de la velocidad y de la
aceleracion no muestran mayor grado de variabilidad respecto
de la incertidumbre en su respuesta. Luego, se puede colegir
que el resorte de retencion de fuerza no propaga
substancialmente la incertidumbre sobre la respuesta dinamica
del sistema leva-seguidor. Esto, por otro lado era de esperarse
en virtud de la diferencia de magnitud de orden 4 con respecto
al parametro de rigidez k.

C. Incertidumbre en el resorte k;

La incertidumbre en el parametro k,, se puede deber a
multiples factores: manera de calcular y/o contemplar masa
del seguidor, material, etc. Para tener una nociéon de la
propagacion de incertidumbre asociada a este parametro se
emplea la variable aleatoria ¥, con valor medio dado por la
Tabla I y contenida entre limites de +20% respecto del valor
medio.

Asi pues en la Fig. 8 se muestra la respuesta del
desplazamiento para diversas velocidades de rotacion,
mientras que en la Fig. 9 se hace lo propio con la respuesta de
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aceleracion del seguidor. Notese que existe una faja
importante y muy variable entre la curva de respuestas
maximas y de respuestas minimas con respecto a la respuesta
media. Esto es mas evidente en el caso de la aceleracion,
donde se puede notar la influencia de los efectos inerciales a
mayores velocidades de rotacion.

5

Desplazamiento

-10

0 1 2 4
angulo

Fig. 8. Desplazamiento con £ aleatoria, variando o de 0 a 300 RPM
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G| ./ |Aceleracidn variando
K2 con 40000 N/mm

. L L L L L L
400 1 2 3 4 5 6 7

Angulo
Fig. 9. Aceleracion con £; aleatoria, variando ® de 0 a 300 RPM

De la Fig. 8 y especialmente de la Fig. 9 se puede observar
que la respuesta aleatoria del sistema leva seguidor es muy
sensible a la incertidumbre en el parametro k,. Esto a su vez
puede generar mucha inestabilidad en la aceleracion por
efectos dinamicos.
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Fig. 10. Desplazamiento con k; aleatoria, ®=250 RPM. Varios k; medios.
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En la Fig. 10 se muestra la incidencia del valor medio del
parametro k,. En la medida que el valor medio de &, es mayor
y aun manteniendo incertidumbre de +£20% respecto del valor
medio, la magnitud de la propagacion de incertidumbre es
menor.

D. Incertidumbre en la relacion de amortiguacion &

La amortiguacion es otro parametro importante de
considerar. La relacion de amortiguacion, se recordara se
define como la razén entre la amortiguacion efectiva y la
amortiguacion critica. Un incremento exagerado de la
amortiguacion si bien mejora la precision conllevaria a un
corrimiento a la derecha del desplazamiento como se aprecia
en la Fig. 11, lo que generaria dificultades en el control de la
temporizacion del mecanismo. Para el calculo se ha basado en
la relacion tipica consignada en la Tabla I [1], considerando
una variacion de £33%. En la Fig. 12 se muestra la variacion
de la velocidad para distintas condiciones.

250 RPM

e oo

[1eq Rl
150 RPM

5

Desplazamiento

(100 RPW]
~

-
.
1200 RPM)

-10

0 1 2 3 4 5 6 7
angulo

Fig. 11. Desplazamiento con  aleatoria, variando ® de 0 a 300 RPM
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N
200 RPM

“elocidad

0 1 2 3 4 5 6 7
angulo

Fig. 12. Velocidad con ( aleatoria, variando o de 0 a 300 RPM

La amortiguacion es un parametro dificil de controlar ya
que depende muy fuertemente de las holguras y de la
viscosidad del aceite usado para lubricar el seguidor. En
consecuencia la propagacion de incertidumbre de la respuesta
dinamica asociada al parametro de amortiguacion es sensible y
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se debe estudiar con mayor detenimiento mediante estudios
futuros.

E. Incertidumbre en la masa del sistema

En la Fig. 13 se muestra la respuesta de la aceleracion del
seguidor contemplando una incertidumbre en la masa del
sistema, cuya variable aleatoria tiene una media dada por el
valor de la Tabla I y limites de variacion entre +28% del valor
medio.

306 RPMV B

250 RPM | i

Aceleracién

5 6

angulo !
Fig. 13. Aceleracion con m aleatoria, variando o de 0 a 300 RPM

Se puede notar en la figura precedente la influencia
importante que tiene la masa del sistema en la propagacion de
incertidumbre de la aceleracion. Otro tanto ocurre con las
otras dos curvas, pero no se muestran por razones de espacio.

V. OPCIONES DE REDISENO

Los estudios precedentes tienen por objetivo caracterizar
cuantitativa y cualitativamente la  propagacion de
incertidumbre de los parametros que definen la respuesta
dinamica del sistema leva-seguidor. Asi pues, teniendo en
cuenta las simulaciones anteriores se compara entre el sistema
original, Fig.14 a 250 RPM con los valores medios de la Tabla
I y un sistema propuesto en el cual se sintonizan los
parametros para conseguir mejores resultados.

50 ‘; 6/\_,/\_,
\ =

|

§ —e— Velocidad

\ AN bbb Aceleracién
p tad

' Angulo !
Fig. 14. Respuesta original a =250 RPM

En la Fig. 15 se muestra la respuesta global con los
siguientes parametros: k;=4030 N/m, £,=80 MN/m, m=1.00
kg, £=0.1. Se puede observar que hay menor oscilacién y
mayor estabilidad en todas las respuestas.
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Fig. 14. Respuesta modificada a =250 RPM

VI. CONCLUSIONES

A raiz de los varios estudios efectuados para caracterizar la
dindmica de levas planas con parametros inciertos se pueden
extractar las siguientes conclusiones:

a) La precision del mecanizado poco o nada afectara al
sistema si antes no se ha sintonizado los pardmetros
dinamicos.

b) El parametro de resorte de retencion de fuerza no
propaga substancialmente la incertidumbre en la respuesta
dindmica del sistema y la propagacion de incertidumbre
debida al pardametro de rigidez del seguidor es importante en
la dindmica del sistema.

¢) La propagacion de incertidumbre debida al
parametro de amortiguamiento es importante en la dinamica
del sistema. Aunque debe estudiarse con mayor detenimiento
y enfoques mas detallados debido a su complejidad.

d) La propagacion de incertidumbre debida al
parametro de masa es importante en la dinamica del sistema,
especialmente en la respuesta de la aceleracion y la velocidad.

e) Se ha podido hacer un rediseiio del sistema,
mejorando las prestaciones del mismo.
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