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Abstract— In the following paper experimentally get the most
appropriate fractal model, parameters and constants to represent
approximate the shape of the geoid, using fractal geometry. Was
based on Madelbrot and Newton models, which are the models
were is possible manipulate the functions, and with this create a
model for the desired approaches. Three functions that can
represent the behavior of the geoid initially was used. As can
observe the results were satisfactory for the first approach.
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Resumen— En el presente documento se obtendra
experimentalmente el modelo fractal, los parametros y constantes
mas adecuados para la representacion aproximada del geoide,
utilizando la geometria fractal. Se basé en los conjuntos de
Mandelbrot y Newton, que eran lo conjuntos en los que se podia
manipular las funciones, y con esto crear un conjunto propio
para realizar las aproximaciones deseadas. Se utilizaron
inicialmente tres funciones con las que se pueden representar el
comportamiento del geoide. Como se puede observar los

resultados fueron satisfactorios para ser la primera
aproximacion.
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I.  INTRODUCCION
Fractales (del latin fractus que significa irregular,

quebradizo) son resultados de la repeticion infinita de los
patrones geométricos que se superponen de forma indefinida
[1]. Por su irregularidad no pertenecen a la geométrica
tradicional sino mas bien se los califica como elementos semi
geométricos que disponen de una estructura esencial tanto
regular como irregular [2]. Desde su primera formulacion
tuvieron una vocacion practica de servir como modelos para
explicar la naturaleza donde existe un caos y un orden [3] [4].
Fue el propio Benoit Mandelbrot quien tuvo el mérito de intuir
la potencia de los fractales para construir modelos que
explicasen la realidad de la naturaleza [4].

Las masas internas de la Tierra, su distribucién y su
densidad no son homogéneas, por ende la forma real de la
tierra no es un elipsoide, por lo tanto es una superficie
denominada geoide [5] [6]. El geoide es una superficie
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geopotencial del campo de gravedad del planeta, cuya forma es
irregular y de dificil modelamiento matematico.

Los fractales constituyen un sistema descriptivo y una
nueva metodologia para una investigacion, porque se puede
aplicar geometria fractal para representar desde estructuras
muy pequeias, como bacterias, hasta estructuras gigantes,
como galaxias. En las proximas décadas los fractales sin duda
revelaran mas acerca del caos oculto dentro de la regularidad y
acerca de los modelos en que la estabilidad y el orden pueden
nacer de la turbulencia y el azar subyacente. Y revelara mas
acerca de los movimientos de la totalidad [7]. Pueden ser
creados por el hombre, incluso con intensiones artisticas,
aunque paraddjicamente existan estructuras naturales en el
medio que a condiciones adecuadas se presentan y maravillan
con su belleza cuasi geométrica natural.

La finalidad del trabajo es dar una primera aproximacion
geométrica a la forma fisica, real del geoide para
compatibilizar y actualizar el modelo y la concepcion
idealizada que por varias décadas ha tenido, proponiendo y
utilizando técnicas nuevas como son los fractales.

II. MARCO TEORICO

A. Geoide

El geoide es la superficie geopotencial del campo de
gravedad de la Tierra. Es un modelo fisico que busca
representar su forma verdadera. El geoide es una superficie
irregular convexa o casi convexa [5].

B. Fractal

Es el conjunto de formas generadas por un proceso de
repeticion. Se caracterizan por poseer el mismo detalle a toda
escala, por tener longitud infinita, por no ser diferenciables y
por exhibir dimension fraccionaria [1].

C. Estructura fractal

En 1990, Kenneth Falconer, en su obra titulada "Fractal
Geometry" [8], explica que una estructura fractal debe
satisfacer alguna o algunas de las propiedades siguientes:
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1. Posee detalle a todas las escalas de observacion.

2. No es posible describirlo con geometria Euclidiana, tanto
local como globalmente.

3. Posee alguna clase de autosemejanza, posiblemente
estadistica.

4. Su dimensién fractal es mayor que su dimension
topologica.

5. El algoritmo que sirve para describirlo es muy simple, y
posiblemente de caracter recursivo.

D. Propiedades de los fractales

La primera propiedad establece que un fractal no tiene
ninguna escala caracteristica, ya que cualquier escala es buena
para representarlo. De esta forma, independientemente de la
escala a la que se lo vea, el nivel de detalle del fractal seguira
siendo el mismo.

La segunda propiedad establece que al intentar representar
un fractal en términos de geometria clasica, este pierde todo el
caos y autosimilitud que le caracteriza, siendo necesaria la
creacion de una nueva geometria, la geometria fractal.

La tercera propiedad introduce el concepto de
autosemejanza. En general, una estructura se dice
autosemejante si puede ser construida como una reunion de
estructuras, cada una de las cuales es una copia de la original
pero a tamaifio reducido.

La cuarta propiedad introduce el concepto de dimension
fractal, que para el presente estudio se ocupara la dimension
fraccionaria comunmente utilizada en el conjunto de
Mandelbrot [8].

E. Conjunto de Mandelbrot

Es el mas conocido de los conjuntos fractales y el mas
estudiado [9]. Se conoce asi en honor al matematico Benoit
Mandelbrot, que investigd sobre ¢l en la década de los setenta
del siglo XX. Este conjunto se define asi, en el plano complejo.
Sea ¢ un numero complejo cualquiera. A partir de c, se
construye una sucesion por recursién de acuerdo a la ecuacion

().

zy = 0 (término inicial)

(1

z, + 1 = z2 + ¢ (Relacion de induccion)

Si esta sucesion queda acotada, entonces se dice que ¢
pertenece al conjunto de Mandelbrot, y si no, queda excluido
del mismo.

F. Fractal de Newton

El fractal de Newton es una curiosa creacion basado en la
aplicacion del método de Newton para la resolucién de
sistemas de ecuaciones no lineales. El algoritmo es eficiente
para encontrar aproximaciones de los ceros o raices de una
funcion real. También puede ser usado para encontrar el
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maximo o minimo de una funcidn, encontrando los ceros de su
primera derivada [9], segiin ecuacién (2).

f(xn)
fr(xn) )

X, +1=x,—

III. METODOLOGIA

La metodologia del presente proyecto se basa
especificamente en determinar los parametros del modelo
fractal para la visualizacion de la primera aproximacion fisica
del geoide y otras figuras, obtenidas experimentalmente.

Al no tener una funcién que represente el geoide en su
forma real, se vio la necesidad de investigar diferentes
funciones que puedan servir como base para un posterior
modelo.

Se definieron las funciones base para la posterior creacion
de un programa en el software Matlab, dichas funciones se
basaron en los modelos de Mandelbrot y Newton.

Con las funciones base que se experimentaron fueron:

sinz 3)
sinh z 4
—z?
¢ (5)
Los parametros de visualizacion definidos

experimentalmente, dentro del codigo fuente del programa,
fueron:

-Coordenadas minimas y maximas de
visualizacion
Min:-2-2i
Max: 2+2i
-Resolucion de la imagen (#pixeles): 2000

-Numero de Iteraciones: 500

Se realizaron modificaciones en estos modelos para cumplir
con el objetivo planteado, y se obtuvieron los siguientes
modelos fractales:

. @ (©6)
z +f’(z) +c

"= f(z)+¢c M

. @ (8)
VA f’(Z) +cC

f(z) + ¢ )

"+ @+ @D+ f"(2)+c (10)
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n @ f(2)
z +f(Z)+f,(Z)+—f”(Z)+C (11
f(2)
Z+f”(z)+c (12)
"+ f'(2)+c (13)
z"+ f"(z) + ¢ (14)

Donde:

f (z)= funcion con la que se va a trabajar

n= Sea n un numero complejo cualquiera. A partir de n, se
estructura la forma polinomial de la ecuacion fractal base.

¢= Sea ¢ un niimero complejo que construye una sucesion
por recurrencia.

Utilizando las tres bases ecuaciones (3) (4) (5), se
experimentd con cada una de las opciones dadas anteriormente
usando las ecuaciones (6) hasta (14), y variando las constantes
¢ y n, respectivamente.

IV. RESULTADOS

Analizando las imagenes obtenidas mediante el
modelamiento, se puede observar que existen infinidad de
formas, en las que se pueden apreciar diferentes estructuras, ya
sean bacterias, rayos, galaxias y el geoide como punto
principal, entre otros.

En las figuras 1 y 2 se observa el modelamiento de la
funcion seno, donde no se observan ningun parecido a la forma
del geoide, pero en la figura 2 se puede ver la forma de una
galaxia.

_ i@

Figura 1. Funcion seno en la forma z" +c,c=0.7iyn=3

f1(2)
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Figura 2. Funcion seno en la forma z" + f'(z) + ¢, ¢=0.3i y n=15

En la figura 3 se utiliz6 la funcion seno hiperbolico, pero
como se observa no se aproxima a la forma del geoide, por lo
tanto se cambio de funcion.

Figura 3. Funcion seno hiperbdlico en la forma z"™ — f(z) 4+ ¢, ¢=0.3iy
n=15

Y en las figuras 4 y 5 se observa el modelamiento de la
funcion, donde se puede ver una aproximacion al dragén de
Mandelbrot en la figura 5.

Figura 4. Funcion e " en la forma z" + f'(2) + ¢, c=0.3i y n=15
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f(@
f1(2)

z

Figura 5. Funcién e~ * en la forma z" — +c,c=0.3i yn=3
Como se puede observar en las figuras anteriores ninguna
se aproxima a la forma del geoide, pero en las figuras 6y 7 ya

se puede ver una aproximacion al geoide.

Figura 6. Funcion e %" en la forma z + f"'(z) + ¢, ¢=0.0001i y n=4

Figura 7. Funcién e en la forma z + f"'(z) + ¢, =0 y n=3.07

En las figuras 8 y 9 se hace una comparacién entre el
geoide obtenido del satélite GOCE [10] con la obtenida de
acuerdo a la figura 6 y figura 7, respectivamente.
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Figura 8. Transposicion de la figura 6 con imagen GOCE, 2014

Figura 9. Transposicion de la figura 7 con imagen GOCE, 2014

V. CONCLUSIONES

*  Se puede observar que en los 7 casos presentados, se
estructuran 7 graficas diferentes cumpliendo el principio basico
del fractal.

. Si se modificaran los parametros fijados como
constantes y las variables ingresadas las graficas sufririan una
leve deformacion pero mantendrian la forma original en las que
se presenta.

. La funcién que aproxima geométricamente mejor al
. 52
geoide es e™%".

. En las figuras 8 y 9 se observd una muy buena
primera aproximacion a la forma real del geoide, pero
dependiendo desde el punto de vista del observador.
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