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Resumen-- El presente trabajo muestra una breve revisién
del estado del arte de las transformaciones de la geometria en
3D, detalla varios métodos, herramientas existentes y
aplicaciones interesantes. El propésito fundamental es dar una
vision general para quienes estén interesados en empezar a
explorar las transformaciones geométricas en objetos 3D,
estudiando las diferentes transformaciones existentes para
generar movimientos, rotaciones, traslaciones, escalamiento,
proyecciones, deformaciones, etc. Ademas se presenta varias
herramientas disponibles para desarrollar aplicaciones con
transformaciones geométricas. Finalmente se presenta varios
ejemplos de aplicaciones reales que se desarrollan en este
campo y su importancia en la sociedad.

Abstract--This paper presents a brief review of related
literature in 3D geometry transformations, detailed methods,
existing tools and interesting applications in this setting. The
main purpose is to provide an overview for people interested in
starting to explore geometric transformations of 3D objects,
and studying some transformations to generate movements,
rotations, translations, scaling, projections, deformations, etc.
Additionally, some available tools are presented for developing
applications with geometric transformations. Finally, several
examples of real applications being developed in this field and
the importance that they have in the society are presented.

Palabras claves-- Transformaciones Geométricas, 3D,
Transformacién Afin, Transformacién Perspectiva.

I. INTRODUCCION

1 conjunto de operaciones elementales que realiza

internamente un computador para conseguir pasar de la

representacion de un modelo geométrico tridimensional
a su imagen en pantalla 2D, pero que para la impresion del
observador parezca estar contemplando un sistema de
visualizaciéon en el mundo real con tres dimensiones 3D,
utiliza varias de las transformadas geométricas que se
describirdn en las siguientes secciones.

Estos modelos geométricos tridimensionales deben
someterse a ciertas transformaciones antes de que su imagen
aparezca en la pantalla de un dispositivo. Existen varias
primitivas geométricas dadas por los modeladores 3D:
esferas, cilindros, toros, parches paramétricos, curvas
racionales diferenciables definidas por polinomios no
uniformes conocidas como NURBS, etc., sin embargo, a mas
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bajo nivel, todos los algoritmos que se utilizan se basan en
una unica primitiva: el poligono. Internamente los poligonos
se dividen en elementos mas simples: tridngulos (Unica
primitiva geométrica que puede manejar un acelerador
grafico) [4].

El presente trabajo esta organizado como se describe a
continuacion. En la seccion II, se detallan, los antecedentes,
conceptos basicos y generalidades sobre las transformadas
geométricas; la seccion III muestra los tipos de
transformadas afin; la seccion IV muestra la transformacion
perspectiva y bilineal; la seccion V muestra algunas
herramientas disponibles para utilizar estas transformadas;
en la seccion VI se muestran varios ejemplos de
aplicaciones, finalmente en la seccion VII, se incluye
conclusiones.

II. TRANSFORMACIONES DE LA GEOMETRIA

Las transformaciones geométricas se definen como la
relaciones de los puntos en dos imagenes, se representan
como operaciones matriciales sobre los puntos del objeto y
cada uno se representa como una matriz constituida por las
coordenadas (X, y, z) de los puntos que forman dicho objeto.

Como algunas transformaciones se obtienen por
multiplicaciéon de matrices y otras por sumas de vectores
(como por ejemplo la traslacion) se utiliza un truco
matematico: representar el término independiente como una
cuarta coordenada extra. A esa cuarta coordenada se le
denomina coordenada homogénea. En los puntos, la cuarta
coordenada es un 1, en los vectores la cuarta coordenada es
un 0 [4].

La matriz de transformacioén en coordenadas homogéneas
de acuerdo a los diferentes tipos de operaciones con
elementos geométricos se muestra en la figura 1.

Escalamiento Traslacién
Rotacion
Shearing
Reflexion

Transformacion en
perspectiva

Fig. 1. Matriz de transformacion en coordenadas homogéneas.
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Se considera como transformaciones basicas o
elementales a la traslacion, la rotacidn, el cambio de escala,
a la simetria y a la deformacion o shearing.

De la figura 1, el bloque 3x3 produce una transformacion
lineal que provoca dilataciones o escalamientos,
deformaciones, reflexiones y rotaciones. El bloque de la fila
1x3 genera una transformacion de la perspectiva y la
columna 3x1 produce una translacion, el elemento del
bloque 1x1 actiia como factor de escala que dilata y contrae
globalmente el cuerpo [5].

III. TRANSFORMACION AFIN

Las transformaciones afines son aquellas que conservan
la rectitud y el paralelismo, ademas mantiene las
proporciones a lo largo de las rectas. Una transformada afin
es una transformacion lineal de una coordenada, que incluye
las transformadas elementales, traslacion, rotacion, escalado
y deformacion o inclinacion como se muestra en la figura 2

[2].

7 .
. /

A B c D

Fig.2. A: Traslacion. B: Rotacion, C: Escalado y D: Deformacion.

Las transformaciones afines solamente el escalamiento
modifica el tamafio, y solo hay un caso en el que existe
conmutatividad: rotacion y cambio de escala uniforme, salvo
esa situacion, no existe la conmutatividad, por lo que el
orden de aplicacion de una de ellas es muy importante.

A. Translacion en 3D

Se llama traslacion en el espacio 3D al desplazamiento
de un poliedro, donde cada punto p=(X,X,,X,) es

trasladado d, unidades en el eje X,, d,unidades en el eje

X, yd,unidades en el eje X,, de esta forma, las

coordenadas del punto p'=(X,,X,',X," se obtienen

Ccomao:
X,'=X, +d,
X,'=X,+d,
X,'=X,+d,

Sea d=(d,,d,,d,) el vector de distancias, y T(d)la

matriz de traslacion, en coordenadas homogéneas la
traslacion de un punto p en 3D se puede expresar como el

producto matricial p'= pT(d), es decir: [6].

1 0 00
[X,'X," X, 1]=[X, X, X, 1]. 0100
0 0 1 0
d d, d, 1

Ecuacion 1. Expresion Matricial para la translacion 3D.
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B. Rotacion en 3D

A diferencia de la rotacion en el espacio 2D, donde para
hacer rotar un objeto se necesita un punto (cero-
dimencional), en 3D para hacer rotar un objeto se necesita
dos puntos no coincidentes que determinan un segmento de
recta, cuya linea de soporte define un eje lineal
(unidimensional) de rotacion.

Las rotaciones 3D principales, son aquellas cuando el eje
de rotaciéon se encuentra sobre alguno de los tres ejes
principales: X, X,0 X,, las rotaciones sobre cualquier otro

eje arbitrario son llamadas rotaciones generales 3D.

Para entender el concepto de rotacion en 3D como una
extension de la rotacion 2D, hay que saber que la rotaciéon
2D es el giro sobre el eje de rotacion, que es perpendicular al
plano X, X,, el cual en 3D pertenece al eje X, , entonces se

tiene la primera de las rotaciones principales.
De esta forma para cada punto p =(X,,X,, X;), dado un

angulo @, puede ser rotado sobre el eje X,, en sentido

contrario de las manecillas del reloj, obteniendo las
coordenadas en el punto p'=(X,"X,',X,", quedando la

coordenada X, sin cambio, entonces, se extiende las
formulas para la rotacion 3D como:
X,'=X,cos0—-X,sind
X,'=X,sinf—-X,cosd
Xy'=X,;
Sea R,(0)la matriz de rotacion sobre el eje X,, en
coordenadas homogéneas la rotacion de un punto p

alrededor de dicho eje, se puede expresar como el producto
matricial p'= p.R,(8) , es decir: [6].

cosf sind 0 O

(XX, X, [=[X, X, X, 1] —sinf cosd 0 O
0 0 1 0

0 0 01

Ecuacion 2. Expresion matricial de la rotacion 3D alrededor del eje X3.

C. Escalamiento en 3D

El escalamiento o escalado 3D implica el cambio de
tamafio de un poliedro, donde cada punto p=(X,,X,,X,)
es transformado por la multiplicacion de tres factores de
escalamiento: §,S,y S, a lo largo de los ejes X, X,y X,

respectivamente, de esta forma las coordenadas del punto
p'=(X,.X,',X,") se obtienen como:

X,'=X,S,
X,'=X,.5,
X,'=X,S,

Sea §=(S,,S5,,S,) €l vector de factores de escalamiento,
y S(s)la matriz de escalonamiento, en coordenadas
homogéneas el escalonamiento de un punto p en 3D se
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puede expresar como el producto matricial p'= p.S(s), es

decir:
S, 0 0 0
[X,'X,' X" 1]=[X, X, X, 1]. 0.5 00
0 0 S, 0
0 0 0 1

Ecuacion 3. Expresion Matricial para el escalamiento en 3D.

D. Deformacion en 3D

Una transformacion de deformacion o de inclinacion en
la direccion del eje X y que conserve el plano horizontal

tiene la forma (x,y,z)=(x+cz,y,z)en donde r es el factor
de deformaciéon. La matriz de transformaciéon en

coordenadas homogéneas es:

1 0 ¢ O
0100
0010
0 0 01

Los términos no diagonales del bloque 3x3 de la matriz
de transformacion producen deformaciones de la siguiente
forma:

b

(xyzl). =(x+yd+hz bx+y+iz cx+fy+z 1)

> X =
S O O

C
!
1
0001

Ecuacion 4. Expresion Matricial para la deformacion en 3D.

El elemento (i, j) de la matriz T produce una

deformacion de la coordenada X ; en funcién de la X,

siendo x;, =x, x,=Yy, X, =z Asiporejemplo;

1 00

(xyzl).o 00 =(x bx+y z 1
0010
0001

En el ejemplo anterior se puede ver que la coordenada y
de (x y z) varia linealmente con x por efecto del término

(1,2).

IV. TRANSFORMACION PERSPECTIVA Y BILINEAL

Las transformaciones perspectivas o también conocidas
como proyectivas, son aquellas que transforman lineas rectas
en lineas rectas, pero que no necesariamente conservan el
paralelismo [5].

La transformada bilineal se suele usar como una variante
rapida de la transformada perspectiva, aunque no es
exactamente igual. Es decir, se deberia aplicar perspectiva,
pero se usa la bilineal por eficiencia. La transformada
bilineal es una simulacion de la perspectiva. También mapea
un rectangulo en un cuadrilatero, pero el resultado no es
exactamente una perspectiva y la diferencia es mayor cuanto
mayor efecto de perspectiva exista [8].
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En contraste con las transformadas afines, las
transformaciones proyectivas no son lineales, sin embargo,
esta transformada es reducida a una transformada lineal
utilizando coordenadas homogéneas [2].
Toda transformacién proyectiva espacial puede ser
expresada en coordenadas homogéneas mediante una matriz
4x4 invertible. Reciprocamente, toda matriz de 4x4
invertible define una transformacion proyectiva sobre el
plano [5].
Las transformaciones bilineal y perspectiva se pueden ver
como generalizaciones de las afines:
e Transformacion afin: cualquier rombo se mapea en
un rombo (ver figura 3.)

e Transformacion bilineal y perspectiva: cualquier
cuadrilatero se transforma en otro cuadrilatero
(ambos convexos), como se muestra en la figura 3.

Transf.
bilineal
Transf. afin

Imagen original

Transf.
perspectiva

Fig. 3. Diferencias entre transformada afin, bilineal y perspectiva.

La representacion de una figura del espacio sobre un
plano es una aplicacion habitual de las transformaciones
proyectivas, de forma que para realizar la proyeccion de una
figura del espacio sobre la pantalla del ordenador es
necesario realizar una trasformacion proyectiva.

Otra aplicacion habitual es la denomina calibracion de la
camara, se le conoce asi a la determinacion de Ia
correspondencia entre puntos de la imagen y puntos en el
mundo real. Consiste en determinar los valores de los
parametros del modelo de camara empleado para una camara
particular, de manera que pueda modelarse su
funcionamiento desde el punto de vista geométrico. Dada
una plantilla con numerosos puntos distinguibles, de la que
se conozcan sus posiciones 2D y 3D, estos se sustituyen en
las ecuaciones del modelo, siendo las incdgnitas los
parametros de la camara; cuantos mas puntos se usen mas
precisa sera la calibracion. La transformacién perspectiva
directa se utilizaria para pasar del mundo 3D al 2D y Ia
transformacion perspectiva inversa para pasar de 2D a 3D

[7].

V. HERRAMIENTAS DISPONIBLES

Una vez que se ha revisado las principales operaciones
con las transformaciones geométricas que permiten
modificar la posicion y orientacion de los objetos, es
importante conocer herramientas para poder aplicarlas, una
de las mas utilizadas es OpenGL (Open Graphics Library)
esta es una especificacion estandar que define una API
multilenguaje y multiplataforma para escribir aplicaciones
que produzcan graficos 2D y 3D. La interfaz consiste en mas
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de 250 funciones diferentes que pueden usarse para dibujar
escenas tridimensionales complejas a partir de primitivas
geométricas simples, tales como puntos, lineas y triangulos.
Fue desarrollada originalmente por Silicon Graphics Inc.
(SGI) en 1992 y se usa ampliamente en disefio asistido por
computador CAD, realidad virtual, representacion cientifica,
visualizacion de informacion y simulaciéon de vuelo.
También se usa en desarrollo de videojuegos, donde compite
con Direct3D [10].

No hace falta ser un experto matematico para poder hacer
uso de las funciones que ofrece OpenGL para realizar
transformaciones geométricas. Lo que si se necesita, es
conocer los aspectos basicos que permitan saber qué cosas se
pueden hacer y qué herramientas seran las mejores para
conseguir nuestros propoésitos. Cuando se habla de graficos
3D realmente no estamos hablando de objetos en 3D, sino
que se trata conceptos 3D para describir como un objeto 3D
puede representarse en un monitor 2D. A este proceso se le
denomina “proyecciéon”. Por tanto los objetos 3D se
proyectan en el plano, pero hay varias formas de ver esta
proyeccion, la proyeccion en perspectiva y ortogonal. En la
primera los objetos mas lejanos se verian mas pequefios, que
es lo que en realidad sucede, mientras que en la segunda
todos los objetos se ven a la misma distancia y tienen el
mismo tamafo [9].

La proyeccion es una de las transformaciones que
permite utilizar OpenGL pero existen muchas mas. Las
transformaciones nos permitirdn por ejemplo rotar objetos,
desplazarlos, escalarlos, etc. Un ejemplo de ello se muestra
en la figura 4.

A

S
Z/Q/\é‘\x Z} %\L}? X

Fig.4. Ejemplo de rotacion y traslacion de objetos sobre los ejes de
coordenadas X, Y, Z, con OpenGL.

Es muy importante hacer hincapié en que las
transformaciones geométricas se aplican antes de que un
objeto sea visualizado. A continuacidon se muestra algunos
codigos de ejemplo OpenGL.

Traslacion: Si se quiere pintar un cubo de 10 unidades y
desplazarlo 10 unidades sobre el eje X. El codigo seria:

// Desplaza 10 unidades sobre el eje X
glTranslatef(10.0f, 0.0f, 0.01);

//Pinta el cubo

glutWireCube(10.01);

Rotacion: Para rotar un objeto sobre uno de los 3 ejes de

coordenadas, o sobre cualquier otro vector definido V
(x,y,2), OpenGL nos permite utilizar la funcion:
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glRotatef (GLfloat angulo, GLfloat x, GLfloat y, GLfloat
z);

El angulo de rotacién es siempre un angulo en sentido en
contra de las agujas del reloj y medido en grados. Si por
ejemplo quisiéramos rotar 45 grados nuestro cubo sobre el
eje x el codigo seria el siguiente:

// Realiza la rotacion
glRotatef(45.0f, 1.0f, 0.0f, 0.0f);

Escalado: es una transformacion que permite cambiar el
tamafio de un objeto expandiendo o contrayendo todos sus
veértices. La funcion que nos permite realizar el escalado en
OpenGL es la siguiente:

glScalef (GLfloat x, GLfloat y, GLfloat z);

El escalado no tiene porqué ser uniforme, y podemos
expandir por tanto un objeto mas en anchura que en altura.
Un ejemplo que ensancha el tamaiio del cubo al doble en el
eje X:

// Realiza el escalado
glScalef( 2.0f, 1.0f, 1.0f);

Cuando se trata de aplicar una sola transformacion no
hay ningin problema con las funciones anteriormente
detalladas, pero en el caso de que se quiera realizar varias
transformaciones a un objeto se tendra que entender mejor
como las gestiona y lleva a cabo OpenGL. La idea principal
es que OpenGL utiliza una pila (LIFO) para almacenar las
transformaciones.

0

|

Fig.5. Ejemplo de traslacion y escalado de objetos, con OpenGL.

En la figura 5, se observa la diferencia entre ejecutar una
traslacion primero y un escalado en segundo lugar, y
ejecutar primero un escalado y luego una traslacion:

//primer ejemplo

glScalef( 2.0f, 2.0f, 2.01);
glTranslatef( 10.0f, 0.0f, 0.0f);
glutWireCube(4.01);

//segundo ejemplo
glTranslatef( 10.0f, 0.0f, 0.0f);
glScalef( 2.0f, 2.0f, 2.01);
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glutWireCube(4.01);

Otra herramienta también de distribucion abierta es P3D
(Processing 3D), Processing es un lenguaje de programacion
y entorno de desarrollo para la comunidad en linea. Desde el
afio 2001, Processing ha promovido la inclusion de software
dentro de las artes visuales. Inicialmente creado para servir
como un cuaderno de bocetos por software y para ensefiar
los fundamentos de programacion de computadoras dentro
de un contexto visual, Processing evoluciond hasta
convertirse en una herramienta de desarrollo para
profesionales. Hoy en dia, hay decenas de miles de
estudiantes, artistas, disefladores, investigadores y
aficionados que la utilizan para el aprendizaje, la creacion de
prototipos y produccion [11].

Algunas de las directivas para las transformaciones
geométricas en 3D con processing:
e Traslacion
translate(tx, ty, tz)
e Escalado
scale(sx, sy, sz)
e Rotacion respecto a un eje
rotateX(), rotateY (), rotateZ()

En la figura 6 se observa la compilacion del siguiente
codigo, como resultado se obtiene un cubo rotado alrededor
de los tres ejes [12]:

Tridimensional

Fig. 6. Ejemplo de traslacion y rotacion de un objeto, con P3D.

// Version solida
void setup()

size(400, 400, P3D);

fill(255, 0, 0);

H

void draw()

{

background(0);

// Dibujo centrado en el (0,0,0)
translate(width/2, height/2);
rotateX(frameCount*P1/60.0);
rotateY (frameCount*P1/120.0);
rotateZ(frameCount*P1/180.0);
box(200, 200, 200);

}

ISSN: 1390-4671

VI. APLICACIONES 3D CON TRANSFORMACIONES

En las imagenes 3D, existe informacion que son
invariantes ante rotaciones como por ejemplo, las distancias,
las areas, los angulos, etc. Y esta caracteristica es util para
desarrollar varias aplicaciones como por ejemplo:
e Estimacion de la forma precisa de objetos o de
algunas de sus caracteristicas geométricas, utilizada
en inspeccion de objetos en entornos industriales.
e Reconocimiento de objetos a partir de sus
propiedades tridimensionales:
= Identificacion tejidos celulares en Biologia,
= Obtencion de la distancia de un robot a un objeto,
la distancia entre dos objetos o las dimensiones de
un objeto.

* Manipulacion de objetos en Robotica, deteccion
de colisiones en navegacion de robots autonomos,
etc. [7].

Un ejemplo tipico de las transformaciones afines es
extraer y redimensionar un area de interés, dandole una
forma predefinida de antemano. Esto es lo que se llama
normalizacion. Por ejemplo, detectar una cara humana,
seleccionar los ojos y la boca y mapearlos a un rectangulo
predefinido como se muestra en la figura 7.

Cara

Cara detectada j
normalizada

Imagen de entrada

Fig. 7. Ejemplo de aplicacion con transformaciones afin.

Este proceso de normalizacion se puede aplicar sobre
video, para conseguir una estabilizacion de los objetos de
interés. La normalizacion es fundamental en muchas
aplicaciones de reconocimiento de objetos, como los OCR
(Optical Character Recognition) [8].

Siguiendo la aplicacion en el area de reconocimiento
facial, los resultados de un experimento muestran que el
rendimiento del reconocimiento facial puede ser fuertemente
comprometido por la transformacion de la perspectiva en
imagenes, independientemente de si los rostros se muestran
en la vista de toda la cara o en los tres cuartos de la vista
[13]. Para citar un ejemplo claro donde se utiliza la
transformacion bilineal y perspectiva se describe el proceso
de la calibracion o integracion de elementos visuales
artificiales en un entorno, el objetivo es hacer que algo que
no estd parezca que realmente si estd, como se observa en la
figura 8, donde sobre el campo de juego se integra el
marcador con los sellos de los equipos y una publicidad.
Para lograr esto primero se detecta el suelo en este caso de
color verde, después se realiza la transformacion perspectiva
de cada uno de los elementos a integrar en el entorno y
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finalmente se realiza un proceso de ponderaciéon entre el
suelo y la imagen transformada.

Fe St Y YT =
Fig. 8. Ejemplo de aplicacion con transformacion perspectiva.

Para lograr esto primero se detecta el suelo en este caso
de color verde, después se realiza la transformacion
perspectiva de cada uno de los elementos a integrar en el
entorno y finalmente se realiza un proceso de ponderacion
entre el suelo y la imagen transformada.

En otro ejemplo de aplicacion la transformacion
perspectiva se usa para proyectar puntos del horizonte
delante de la camara a un plano de imagen y por lo tanto
para medir la distancia entre el objeto detectado y la camara.
Con la informacion de los puntos sobre el terreno, las
posiciones proyectadas de cada punto del objeto rigido,
pueden imaginarse través de la  transformacion,
caracteristicas de la proyeccion del objeto a distancias
diferentes, tales como tamafio y forma, también se los puede
predecir [14].

La transformacion de la perspectiva basada en Ia
geometria de la camara estereoscOpica es ampliamente
utilizada en la vision artificial en 3D [15], y usando la
transformacion de perspectiva inversa se ha implementado
una solucion de bajo costo, simple y eficiente para
aprovechar la navegacion visual de robots moviles, a través
de una simple cadmara, que por medio de la deteccion de

obstaculos pueden ser manejados online y en tiempo real
[16].

VII. CONCLUSIONES

En este trabajo se muestra una vision general de las
transformadas geométricas aplicadas en 3D, se describe
algunos de los tipos de transformaciones desde las mas
elementales como hacer una escala en una imagen hasta
otras con mayor complejidad y se muestran algunos
ejemplos tipicos de aplicaciones.

Las transformaciones afines, bilineales y perspectivas son
esenciales en generacion, procesamiento, analisis de
imagenes, y en vision artificial. Hay que conocer el
significado de cada trasformacion para saber cudl conviene
aplicar y en qué orden aplicarla.
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Finalmente se concluye que las transformaciones de la
geometria en el mundo 3D, el desarrollo y distribucion de
sus aplicaciones especialmente aplicados en la vision
artificial para la navegacion de robots en tiempo real, el
reconocimiento de imagenes aplicado en fotomultas y en
procesos industriales como seleccion de alimentos o
productos en buen estado, sin duda estan en auge ya que
cada vez estas aplicaciones se integran para facilitar
nuestras actividades cotidianas brindando soluciones rapidas,
eficientes, y que estan al alcance de todos, gracias a varias
herramientas de distribucion gratuita disponibles para su
desarrollo.
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