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ABSTRACT

The development of variational formulations for thin and thick beams with
softening discontinuities adapted to represent strain localization is presented. The
formulation for thin beams takes into account the internal strain energy due to
bending induced strains, in which the discontinuities are considered as softening
hinges. For the case of thick beams, the formulation takes into account the internal
strain energy due to bending and shear strains, in which the discontinuities are
considered as softening hinges/dislocations. These formulations include the
embedded discontinuity model, in which the discontinuity and the strain
concentration are lumped into a zero-thickness localization zone. The non-linear
behavior of the material is described by a discrete constitutive model, in which linear
or exponential softening is considered. The boundary value problems and closed
form solutions are developed from the variational formulations and the conventional
methods of calculus of variations. The application of closed form solutions to
practical examples modeled numerically guarantees the accuracy of the developed
solutions.

Keywords: Strain localization; embedded discontinuities; closed form solutions;
softening hinge; softening dislocation.

APLICACION DE SOLUCIONES EN FORMA CERRADA
A PROBLEMAS DE VIGAS CON DISCONTINUIDADES
QUE ABLANDAN

RESUMEN

Se presenta el desarrollo de formulaciones variacionales de vigas delgadas
y gruesas con discontinuidades que ablandan que se adaptan para representar la
localizacion de deformaciones. La formulacion para vigas delgadas tiene en cuenta
la energia de deformacion interna debida a las deformaciones inducidas por flexion,
en la que las discontinuidades se consideran como articulaciones que ablandan.
Para el caso de vigas gruesas, la formulacién tiene en cuenta la energia de
deformacion interna debida a las deformaciones por flexion y cortante, en la que las
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discontinuidades se consideran como articulaciones y dislocaciones que ablandan.
Estas formulaciones incluyen el modelo de discontinuidades interiores, en el que la
discontinuidad y la concentracion de deformacion se concentran en una zona de
localizaciéon de ancho cero. El comportamiento no lineal del material se describe
mediante un modelo constitutivo discreto, en el que se considera ablandamiento
lineal y exponencial. El problema de valores en la frontera y soluciones en forma
cerrada se desarrollan a partir de las formulaciones variacionales y los métodos
convencionales del calculo de variaciones. La aplicacion de soluciones en forma
cerrada a ejemplos practicos modelados numéricamente garantiza la precisién de
las soluciones desarrolladas.

Palabras clave: Localizacion de deformaciones; discontinuidades interiores;
soluciones en forma cerrada; articulaciéon que ablanda; dislocaciéon que ablanda.

1 Introduccién

El proceso de falla del material en vigas esta precedido por un fenémeno de
localizacion de deformaciones en zonas donde se concentran el dafio y otros
efectos no lineales. Estas zonas se convierten gradualmente en discontinuidades
fisicas que ablandan en un medio continuo, las cuales pueden ser grietas en el
concreto, fracturas en rocas y lineas de cortante en suelos y metales. El estudio del
problema de localizacion de deformaciones en vigas ha llevado al desarrollo de
modelos mateméticos avanzados, los cuales incluyen el comportamiento no lineal
del material, por ejemplo: Bazant y Kazemi (1994), Sanjayan y Darvall (1995),
Bazant y Jirasek (1996), Jirdsek (1997), Feng et al. (2017), entre otros.

El modelo de discontinuidades interiores, presentado originalmente por Simo et al.
(1993) y Simo y Oliver (1994), representa adecuadamente el proceso de falla del
material en soélidos mediante saltos de desplazamiento. En este modelo, la
localizacion de las deformaciones se concentra en una linea o superficie con cierto
espesor para problemas bidimensionales y tridimensionales, respectivamente. Este
modelo ha motivado el desarrollo y aplicaciones a elementos finitos sélidos con
discontinuidades interiores, por ejemplo, Ortiz et al. (1987), Simo y Rifai (1990),
Simo et al. (1993), Simo y Oliver (1994), Juarez-Luna y Ayala (2014), entre otros.
Asimismo, a partir de este modelo se han desarrollado elementos finitos viga o viga-
columna con discontinuidades interiores que ablandan, por ejemplo: Ehrlich y
Armero (2004), Nanakorn (2004). Armero y Ehrlich (2006), Dujc et al. (2010), Juarez-
Luna y Ayala (2012), Jukic et al. (2013), Bui et al. (2014), Bitar et al. (2018), Juarez-
Luna y Tenorio-Montero (2019), Bitar et al. (2019), Tenorio-Montero y Juarez-Luna
(2021), entre otros. Estas formulaciones, entre otras no presentadas aqui, pueden
resolverse con los métodos convencionales de célculo de variaciones. Sin embargo,
debido a la complejidad de resolverlos, se han aproximado utilizando el método de
los elementos finitos.

Aunque las soluciones en forma cerrada se desarrollan para problemas particulares,
estas soluciones proporcionan un mejor entendimiento del problema fisico en
estudio. Se han desarrollado soluciones en forma cerrada con discontinuidades, por
ejemplo: Yavari et al. (2000), Yavari y Sarkani (2001), Falsone (2002), Biondi y
Caddemi (2005), Juarez-Luna et al. (2021), entre otros. La mayoria de estas
discontinuidades estan asociadas a cargas concentradas, variaciones abruptas de
la seccién transversal o del médulo de Young, resortes rotacionales, saltos en barras



Aplicacion de soluciones en forma cerrada a problemas de vigas con.... 211

atension, entre otros casos. En este articulo se presenta el desarrollo y la aplicacion
de soluciones en forma cerrada de vigas con discontinuidades que modelan el
proceso de falla del material debido a la concentracion de deformaciones. Se
presentan las formulaciones variacionales de vigas delgadas y gruesas con
discontinuidades que ablandan, cuyas primeras variaciones dan lugar a los
problemas de valores en la frontera. Estas formulaciones, originalmente
desarrolladas por Martinez-Miranda y Juarez-Luna (2021), se fundamentan en el
modelo de discontinuidades interiores fuertes, en el que el proceso de falla del
material se concentra en una linea o superficie de espesor cero. Las soluciones en
forma cerradas desarrolladas se obtienen principalmente integrando las ecuaciones
diferenciales del problema de valores en la frontera. Las posibles dislocaciones o
articulaciones, desarrolladas en las vigas durante el proceso de falla del material,
se incluyen en la cinematica del modelo de discontinuidades interiores.

El contenido de este articulo es como se describe a continuacién. En la seccién 2,
se describe la cinematica del modelo de discontinuidades interiores para vigas. En
la seccion 3, se dan los modelos constitutivos de vigas con discontinuidades, que
describen el comportamiento de la falla del material. En la seccion 4, se desarrollan
formulaciones variacionales de vigas con discontinuidades que ablandan. En la
Seccion 5, se desarrollan el problema de valores en la frontera y soluciones en forma
cerrada para la localizacién de curvaturay / o deformacion por cortante en vigas que
ablandan. En la seccion 6, se presenta la aplicacion de soluciones en forma cerrada
a ejemplos practicos modelados numéricamente. Finalmente, en la Seccién 7 se
dan las conclusiones derivadas de este trabajo.

2 Cinematica de vigas con discontinuidades

En el modelo de discontinuidades interiores fuertes se enriquece la cinematica
del campo de desplazamientos al introducir un salto (discontinuidad) en una zona
de localizacion de espesor cero, con lo que se caracteriza el comportamiento
inelastico del material. Con este campo de desplazamiento discontinuo se produce
un campo de deformacién no acotado, en el que se presenta una singularidad. En
este modelo, adaptado a elementos viga, se incluye el comportamiento inelastico
del material por la presencia de un salto de rotacion (articulacién) y / o un salto de
desplazamiento transversal (dislocacién). La presencia de ambos, salto de rotacion
y salto de desplazamiento transversal, esta relacionada con la teoria de vigas
gruesas, mientras la presencia Unicamente del salto de rotacién esta relacionada
con la teoria de vigas delgadas.

2.1 Vigas delgadas con discontinuidades

Considere una viga prismatica de un sélido tridimensional reducido a una
longitud unidimensional de referencia definida como un dominio acotado abierto Q €
R, cargada hasta que presenta un salto desplazamiento [|u|], a través de una
superficie S. Por lo tanto, el dominio Q=Q-UJQ*US y la frontera I=T-U I'*, ver
Figura 1.

En la zona de localizacion S, donde se concentran deformaciones inelasticas, inicia
con la formacién de vacios, que progresivamente se convierten en una
discontinuidad macroscopica que ablanda. Para la teoria de vigas delgadas, esta
discontinuidad se modela como una articulacién, donde el comportamiento del
material se describe con una relacion constitutiva no lineal esfuerzo-deformacion. El
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material que esta alrededor de la discontinuidad se descarga y se describe mediante
un modelo constitutivo elastico-lineal. El desarrollo de una articulacién en x, esta
representado por un salto de rotacion [|6]], ver Figura 2.
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Figura 2. Salto de rotacion [|0]]: a) articulacién y b) rotacién y curvatura

En la cinemética de vigas con discontinuidades fuertes, la rotacion
discontinua, 6(x, t), con [|8]] en S, esta dado por:

6(x,1) = B(x,t) + H{ X, )[18]] (1)

donde, 8(x,t) es la parte continua de la rotacién; por lo tanto, la curvatura es:

r?ﬂ(x 1) :Jﬂ'xr;
o' x

w1l = +5[ng[|-9|]— [, )[181] = 7%+ &1 @
donde, H(x;) es la funcién de Heaviside definidaen S (H(x) =0vx € Q" yH(x) =
1Vx € Q%) yd(x,) es lafuncién delta de Dirac. ¥ esta definidaen O~y Q*, y #lli°ll

esta definida en S.
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2.2 Vigas gruesas con discontinuidades

En el caso de la teoria de vigas gruesas, se considera tanto las
deformaciones inducidas por flexion como por cortante; por tanto, la discontinuidad
que se desarrolla en la viga se presenta como una articulacién y/o una dislocacion,
donde el comportamiento del material se describe con una relacién constitutiva no
lineal esfuerzo-deformacion. ElI material alrededor de la discontinuidad se descarga
y se describe mediante un modelo constitutivo elastico-lineal. El desarrollo de una
articulacion y/o una dislocacion en x, esta representado por [|8|], un salto de
desplazamiento transversal [|[w|] o una combinacién de ambos, ver Figura 3.
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Figura 3. Saltos de rotacion y desplazamiento transversal: a) articulacion y
dislocacion, b) rotacion y curvatura, y c) desplazamiento transversal y deformacién
por cortante

En la cinematica de vigas gruesas con discontinuidades fuertes, el desplazamiento

transversal discontinuo, w(x,t), y 6(x,t), con sus correspondientes saltos [|0]] y
[lwl] en S, estan dados por:

w(x, 1) = w(x,0) + H(x)[wl] (3)
8 x,t) = 8(x,t) + H{ X, )[|6]] 4)
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donde, w(x,t) es la parte continua del desplazamiento transversal; por lo tanto, la
curvatura, k%, y la deformacién por cortante, y**¢, son respectivamente:

o'W

301, A B x, .
K ) = = a‘j”=—‘ ﬂ;;”m,man= S+ Jllen =70+ 7 (5)
= fh.,‘}L” Mx,0) = M F(x,0) 4 S(x, M |wfl— Hix,) l‘?ll =y ry ‘i‘il"i Hi
dx e S S

(6)

La curvatura continua, ¢, y las deformaciones por cortante continuas, y” b estan
definidas en Q™ y Q*, mientras la curvatura no acotada, ¢!l y las deformaciones
por cortante no acotadas, y"I?ll estan definidas en .

3 Modelos constitutivos de vigas con discontinuidades

Las relaciones constitutivas continuas para vigas se definen con base en la
densidad de energia libre de momento (ver Figura 4), dada a partir de la relacién
momento-curvatura (M — k), que se define como:

¥M(x)= [M)dx @)
0

Asi como de la densidad de energia libre de cortante (ver Figura 4), dada a partir de
la relacion fuerza cortante-deformacion por cortante (V —v), la cual esta definida
como:

b
Wy) = [Mv)dy ®
i
MV,
M(@)/V(v)

Figura 4. Densidad de energia libre bajo la curva M/V — k/y

El momento, M, y la fuerza cortante, V, estan definidos a partir de las ecuaciones
(7) y (8), respectivamente, como:

_ 9¥MK)

M(x} o i

9)
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YY)

Viy) = 3y

(10)

Cuando en la viga no se ha presentado algun dafio, las relaciones M —ky V — 7,
se consideran con un comportamiento elastico-lineal. En consecuencia, estos
modelos se definen, respectivamente, como:

oMK~ %X, t)
M(x) = E K=Elk=El EW) (11)
vy =2V D5 _guv=icr KL EV T
a7 o

(12)

donde, E es el médulo de elasticidad o médulo de Young, | es la inercia de la seccién
transversal, G es el mddulo a cortante, A es el area de la seccion transversal, y ks
es un factor que modifica el area de la seccion transversal a area de cortante
efectiva As. Por lo tanto, la densidad de energia libre de momento y la densidad de
energia libre de cortante estan dadas, respectivamente, como:

;= e
wa:jhhﬁ:%ﬂF:%HF%%?ﬂ] (13)
0
' (7) = l'(;_{y({? = l(}'.{?: E: _1_(’./\_' Al(_)w(x‘l) (7(.\-.,)]
; 7 - 2 Ox

0

(14)

La descripcion de las propiedades fisicas de vigas, en la zona de localizacion, x,,
se desarrolla con base en modelos constitutivos estandar, introduciendo una
variable de dafio dwy, que cuantifica el dafio ocurrido en el continuo. Para este
modelo, las ecuaciones de la relacion Mg — £ y la relacion Vs — 7 se expresan,
respectivamente, como:

MS{E}=[1'd.w)EIE={1-dIH}E;W as)
ow(x.t)
l(v%~ﬂ—d)6!y_ﬂ—d)ﬁkll e ]
(16)

donde, W es el desplazamiento transversal inelastico y dwyes una variable de dafio
escalar definida en términos de una regla de ablandamiento a través de una relacién
entre la variable de ablandamiento gqwy y la variable interna ryy, la cual est4 dada
como:
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Qi v
dyry=1- r

1@ vE [Fomsw0ld,y, €10,10,ry, E[0,5¢] (17)
MW

Cuando la variable de dafio es cero, el material tiene un comportamiento elastico-
lineal. Sila variable de dafio es mayor que cero, el material tiene un comportamiento
inelastico debido a la degradacion de las propiedades del material. Si una variable
de dafio es igual a uno, el continuo no tiene la capacidad de transmitir cargas. La
regla de ablandamiento esta definida a partir de la dependencia entre guv Y rwy. Esta
relacién, la cual depende del médulo de ablandamiento continuo, Huy, esta
expresada como:

l='-.Tl,{..l'll.r = H_u," p[r] rM,-"L.f-lHlu,’lr-(rﬂ.-!." 'I.-":I = q:w; Lirlll-f." 'I.-’:| (18)
4 Formulacién variacional de vigas con discontinuidades

La formulacién variacional para vigas toma en cuenta una funciéon Lagrangiana
que, para cargas cuasi-estaticas, se define como:

]
r=—2 Uix) (19)

=1

donde, U; es la energia potencial i en el problema fisico, la cual esta dada como:

2. U(x)=-2 fF,-{xfl~ dx (20)
i=1 f_l”g

La energia potencial se define como el opuesto del trabajo hecho por el esfuerzo o
fuerza Fi, si la particula estudiada se mueve desde un punto de referencia xo a un
punto de interés x, con respecto a un esfuerzo o desplazamiento asociado x.

La integral tiempo-volumen de las ecuaciones (19) y (20), da como resultado el
funcional de energia siguiente:

r r ¥
n=ff£dﬂdt=fffZLF,-[xJ- dxdQdt (21)

- i=
ty {1 ty (1 Xy

4.1 Vigas delgadas con discontinuidades

La energia mecanica total de vigas delgadas idealizadas con el modelo de
discontinuidades interiores se obtiene de las energias potenciales, Ui, que se
presentan en Q~, Q* y S. La energia potencial para un comportamiento elastico
lineal en Q™ y O*, se deduce de la relacién constitutiva momento-curvatura definida
en la ecuacion (11), la cual se expresa como:

K

_ _ 1. 1 3%
U ix) =% = - | - Elkdi= —El '=_—E.'( - ] 22
1k K _! KK 5 K > EPe: ( )

Las energias potenciales que incluyen las fuerzas de cuerpo y cargas externas
estan dadas, respectivamente, como:
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Us(w)=— f p,gdw= — p,gw x) (23)
W=D

U=~ [ q,dw=-axmx) (24)
=0

La energia potencial asociada al comportamiento no lineal del material en S, que se
deduce a partir de la relacion constitutiva momento-curvatura en la ecuacion (15),
Se expresa como:

&

. ’ ‘ins g Ly . 1 .
L',,Lu,':—f—ll fh.,m.:rp?l,l dy ) ERe =1 ri-.her(
o (-

J[18]10x) J (25)

o x

Al sustituir las ecuaciones (22), (23), (24) y (25) en la ecuacién (21), da como
resultado el funcional que representa la formulacién variacional de vigas delgadas
con discontinuidades, el cual se expresa como:
mw.[|&|]]= - _IIr ?El%\l af1m T+ _|r peowlxidnt " + f gl ahwlxldy™
[+ . ! (26)
—Jlrl:ﬁ iy JJ|M] s

Al considerar las fuerzas de cuerpo en las cargas externas, £,4 + q'zlfx,t} = gl x,t)
, y recordando que la rotacion es el gradiente de los desplazamientos transversales,
la ecuacion (26) se reescribe como:

. ST R g _ ; 1, i’
W, = Jlr zr.'[r j“',"' i + Jru',h. Wl x)di” -fj-l— ||'.l| LH'| s 27)
dx? ) . /2

donde, Q*/~ es el dominio donde el material tiene un comportamiento elastico-lineal
y S es el dominio donde las deformaciones inelasticas se concentran.

Con la finalidad de que el término definido como una integral de superficie en la
ecuacion (27) sea considerado una integral en todo volumen, se hace uso la funcién
delta de Dirac 8(x) (Dirac, 1958), la cual permite tratar matematicamente la integral
de superficie como a una integral de volumen, a partir de la expresion siguiente:

[

fe{xjﬂ[xs}dx= fe{xlaixs}dpes;vxs €lo,1 (28)
— o i)

donde, € se considera como un valor no acotado especial en Xs.

Con fundamento en la ecuacion (28), la integral de superficie, dada en el Gltimo
término de la ecuacion (27), se expresa como una integral de volumen al generalizar
el problema unidimensional a un problema tridimensional. En consecuencia, del
funcional de la ecuacién (27) y asumiendo que el dominio Q*/~ tiende a , se obtiene
el funcional que representa la formulacién variacional propuesta de vigas delgadas
con discontinuidades, el cual se expresa como:
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Mw,w) = jrztl[ e Mx’ | dlx Jlrc.lixm{xmu jr (- ﬂ'MEJl o L""{J';’\I Bl % Jax (29)

4.2  Vigas gruesas con discontinuidades

La formulacién variacional de vigas gruesas con discontinuidades, ademas
de tomar en cuenta la energia de deformacién inducida por flexién, considera la
energia de deformacion inducida por la fuerza cortante. La energia potencial
asociada al comportamiento elastico-lineal del material en Q™ y Q, que se deduce
de la relacion constitutiva momento-curvatura y fuerza cortante-deformacion por
cortante, dadas en las ecuaciones (11) y (12), respectivamente, son expresadas
como:

Iy

— — — 1., 1 _(d8x)Y
=M= — | = ==t =—
U, () = ¥M(%) ! Elv = = EI¥ EEH( 2 ] (30)
R T R BT Tt BN §
U, (M=- | I—(,.{«,un SOAT =Gk A4 T_”m1

(1)

Las energias potenciales asociadas al comportamiento no lineal del material en S,
que se deducen a partir de las relaciones constitutivas momento-curvatura y fuerza
cortante-deformacion por cortante, dadas en las ecuaciones (15) y (16),
respectivamente, son:

L1, o1 3118]1x)
Usdi) = -{-fl—dl.‘,-Erkd«=E|_1—du]£r«-=3 1-d IE.I[ P ] (32)
U, ()= r (1—d, YGA 7y = La d, JGA Y’ -1 d, Jf;ﬁ,..!j"”“' ||H||t.r]t
‘ . 2 2 | Ox

(33)

Al sustituir las ecuaciones (23), (24), (30), (31), (32) y (33) en la ecuacién (21), da
como resultado el funcional que representa la formulacién variacional de vigas
gruesas con discontinuidades, el cual se expresa como:

. L ) |- 1 diwix) \
nliw.8.w[8l])= - f;Eﬂll(d;])dQ - [ oka S5 -8 an

3 .
+ [ powixidat '+ erﬁfﬂdﬂ"' ‘f%“'”«}ﬂ['“.?u[x'm (34)

flil- ay)ck A 25 g1 s

af

Al considerar las fuerzas de cuerpo en las cargas externas, p;g + q,(x,t) = q(x, t),
la ecuacion (34) se reescribe como:
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j 1 dn \ g
n[w,a,w.uaul=—f dn‘f:;]} - [ Foka 252 5|
. AT o o= 1) AT
+ﬂ:|r_q[x_|w,x1dﬂ ..[2'-1 d’-hE“[ Sx Ju‘.‘. (35)
. 2
- [3(1-dyoka( 25 - gl as

a*

Asumiendo que el dominio Q*/~ tiende a Q e incluyendo las deducciones de la
ecuacion (28) en la ecuacion (35), se obtiene el funcional que representa la
formulacién variacional propuesta de vigas gruesas con discontinuidades, el cual se
expresa como:

N T A R { dwlx) \c -
rT.w.s.w.[|B|_,—_:Ir3£-'k o Ildvc JIrEGk;ALT—Q:x]] dx—_!rq[x]mx,.dr )

w1y g e SLBIXEY 1r._ Comln) 2 o
3= aye{ 2181 ja._xun-qu'"zl_l )k A L5~ 10 | 8%, )

5 Soluciones en forma cerrada de vigas con discontinuidades

5.1 Vigas delgadas con discontinuidades

El funcional dado en la ecuacion (29) tiene un valor estacionario a partir del
sistema de ecuaciones de Euler y la ecuacién de Euler-Poisson (Krasnov et al.,
2002), el cual se expresa como:

fop d% . ) f
- |:I-l'.F;J.+ |:I.l'.r;-J'|_+|:_lJln

(£ Y—pi=
e o ) =0,0=1,2,3,n (37)

dxl"lll.

donde, £ es la funcién Lagrangiana e y; es la variable independiente i.

Al sustituir el funcional de la ecuacion (29) en la ecuacion (37), se obtienen las
ecuaciones diferenciales que definen el problema de una viga delgada con
discontinuidades, las cuales se expresan como:

EM = q{x]

o x* (38)

d w,x o wt:-:

(L1=d,)E 8(x,) +2(1-dy)E

(%) +(1- et ¥ g )= (39)
A partir de las ecuaciones diferenciales (38) y (39) se obtienen soluciones en forma
cerrada para distintas condiciones de frontera. Por lo tanto, en este trabajo se
desarrolla la soluciébn en términos de constantes de integraciéon, para que
posteriormente sean evaluadas y aplicadas a problemas practicos de vigas con
discontinuidades que ablandan.

Considere una viga delgada sometida a una carga distribuida q(x) = q, con
condiciones de frontera w,, 68,,w, y 6, (ver Figura 5), la cual tiene la presencia de
una zona de localizacién en x,. La viga se modela sobre una superficie neutra en el
plano principal de flexion. Las coordenadas locales estan dadas por xe [0, L] a lo
largo de su eje longitudinal. La viga tiene un &rea A, inercia |, moédulo de elasticidad
E y longitud L.



220 Angel Uriel Martinez-Miranda y Gelacio Juarez-Luna

q

Y X Y ¥ Y Y ¥ ¥ ¥ ¥ Y ¥ Y
0w 0..w
- - ’l.

v
e X - Zona de localizacion

- L -

v <

Figura 5. Viga con condiciones de frontera con una zona de localizacién en x;

Las soluciones en forma cerrada de w, 8, V 'y M en el dominio elastico-lineal Q+/~
se obtienen al resolver la ecuacion (38), las cuales son ampliamente conocidas. No
obstante, w(x) y [|0]] en la zona de localizacién inelastica S, se obtienen al resolver
la ecuacion diferencial dada en (39). Para el caso de regla de ablandamiento lineal,
el médulo de ablandamiento continuo de momento, Hwu, es constante, ya que la
pendiente en la parte descendente es la derivada de una funcién lineal. Por lo tanto,
el modelo de dafio constitutivo de Mg — K para el modelo de discontinuidades
interiores fuertes, esta dado por (Juarez-Luna y Ayala, 2012):

M= HyuEN8(18(x) (40)

Por lo tanto, la ecuacion (39) se reescribe como:

dzu-{xj E wnc]

H,El 5"(x.)+2H,,Fl 5(x,)+ H,Fl

-:ianfx 8(x.)=0 (41)

La solucién de la ecuacién diferencial (41), se obtiene a partir de integracion directa
e integracion por partes, de tal forma que:

HMEJ{}L}“'{X:IENs}+HMEIr]dW{X} (x)+C,=0 (42)
2
HEl J W{X} [: 5]+C5-"'+Cﬁ=ﬂ (43)
d x?
}{2
HME‘[|E|JE[I1}+ +Cx+C;=0 (44)
. Cox?  Cox?
HpyEtw x)8( x ;) + + +Cx+Cg=0 (45)

6 2

Las constantes de integracion en las ecuaciones (42) y (43) se obtiene a partir de
las condiciones de frontera de las ecuaciones (46) y (47).

HMﬂmﬁ[ ]+HMEraa“":X}a{x (46)
o x
o
dz
HuE 2 5 ) = 0 (47)

dxt
]
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C7 se deduce de las condiciones de frontera en (40) y Cs es cero, pues no hay
desplazamientos producto de la curvatura inelastica, por lo tanto:

[18118(x=x,)=k= (48)

W{x=x.=0 (49)

Evaluando de las ecuaciones (46) a (49) en las ecuaciones (42) a (45), se obtiene
que [16]] y w(x) son, respectivamente:

[6l]=——s
(X, )H,,El (50)
. _ Ms(x-xs} _ _

Para obtener momentos acotados a partir de una curvatura no acotada en la
ecuacion (50), es necesario la regularizaciéon de Hy con el espesor del ancho de
banda k, como fue desarrollado por Oliver et al. (2002), tal que:

— 1 —
HM="HM=’H¢:I=HH5("5}=HM (52)

La regularizacién de Hy garantiza que le energia disipada dependa de la energia de
fractura a flexion, Gg, la cual se considera como una propiedad del material. H,, es
el médulo de ablandamiento discreto de momento para ablandamiento lineal, el cual
también se considera como una propiedad del material. Por lo tanto, G# para un
ablandamiento lineal, se define como:
M2 M2
u

Gy= —=H 53
ff EEIHM M EEJ'G”- ( )

Sustituyendo la ecuacioén (52) en la ecuacion (50), se obtiene la relacién constitutiva
discreta entre [|6]] y M, con ablandamiento lineal como:

Me  M-M,
HyEl  HyEl

[lel]= (54)

La solucién para [|6|] expresada en la ecuacion (54) considera una regla de
ablandamiento lineal, por lo que para desarrollar una solucién que considere un
ablandamiento exponencial, se iguala el area bajo la curva del modelo constitutivo
discreto con ablandamiento lineal, con la curva de ablandamiento exponencial (ver
Figura 6). Por lo que la solucion de [|@|], considerando un abldandamiento
exponecial, se expresa como:

Mu MS
[|8]]= o Lln|—+1 (55)

Mo
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donde, el médulo de ablandamiento discreto de momento para ablandamiento
exponencial, Hve, se define como:

H o = (56)

(e[l [011/[w[]

a) b)

Figura 6. Modelo constitutivo discreto: a ablandamiento lineal y b) ablandamiento
exponencial

Las soluciones en forma cerrada (w and 8) en el dominio elastico-lineal Q*/~ y las
ecuaciones (51) y (54) en S, dan como resultado las soluciones en forma cerrada
para w(x) y 6(x) en Q, de manera que:

4 Cpd Cp Cx € )
axt | CoC G O S ixelx-x,) 67)

wixl= et e T2 T w T H

3 Cyx% Cax C
ax_ -1 2+ e H(x)16l (58)

e R T R Ry~

La fuerza cortante y momentos acotados estan definidos, respectivamente, como:

= —qxz

M x) +C,x+C, (59)

Vix)=qgx+C, (60)

Las ecuaciones (57), (58), (59) y (60) se expresan en términos de constantes de
integracion que dependen de las condiciones de frontera. A partir de estas
soluciones, Martinez-Miranda y Juarez-Luna (2021) desarrollaron soluciones para
distintas condiciones de frontera de vigas delgadas con discontinuidades que
ablandan, las cuales se presentan en la Tabla A 1.

5.2 Vigas gruesas con discontinuidades

El funcional de la ecuacion (36) tiene un valor estacionario a partir del sistema
de ecuaciones en (37), mediante el cual se obtienen las ecuaciones diferenciales
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que definen el problema de una viga gruesa con discontinuidades, las cuales se
expresan como:

d2w{x)  o8(x)
—_ A = - —
G 5[ 3.2 v it (61)
dzﬂ( ) _ dw x) ]
B = GAL( 5o~ 0(x) (62)
(1-d)ca, (@ “’“‘ [|&|I]|t| J+(1-4d,)cA |M_%1&h}=ﬂ (63)
|J—n'.t.'-.r."il:lfi][':”"!!'I",'I+Zl-|:‘MIF" rJ:“jiI_]:“ﬁl',I' (L-d,)GA [rlmn '_IUI_']i'-I ) (64)

Huv €s constante para un ablandamiento lineal, por lo que las ecuaciones (63) y (64)
se reescriben como:

Al x)

ddix) _ d[l8l)x) -
H m[ = [|H|])E.[x )+ H, cq( - x ) )=0 (65)
g 2100 Tx}[x] &(x,)+ H“E."F:;ﬂm - H,GA [‘j“'r” -lien Jo(x.) (66)
f ax®

A partir de las ecuaciones diferenciales (61), (62) (65) y (66) se obtienen soluciones
en forma cerrada para distintas condiciones de frontera. Por lo tanto, en este trabajo
se desarrolla la solucién en términos de constantes de integracién, para que
posteriormente sean evaluadas y aplicadas a problemas practicos de vigas con
discontinuidades que ablandan.

Considere una viga gruesa sometida a una carga distribuida q(x) = g, con
condiciones de frontera wy,0;,w, y 8, (ver Figura 5), la cual tiene una zona de
localizacion de deformaciones en x,. La viga se modela sobre una superficie neutra
en el plano principal de flexion. Las coordenadas locales estan dadas por x € [0, L]
a lo largo de su eje longitudinal. La viga tiene un area A, inercia |, modulo elastico
E, longitud L, modulo a cortante G y un factor, ks, que modifica el &rea de la seccion
transversal a un area de cortante efectiva.

Las soluciones en forma cerrada de w, 8, Vy M en el dominio elastico-lineal Q*/~,
se obtienen al resolver las ecuaciones (61) y (62). Estas soluciones son
ampliamente conocidas. Las soluciones en forma cerrada de w y [|6]] en S, se
obtiene al resolver las ecuaciones diferenciales dadas en (65) y (66).

Integrando la ecuacién (65), se obtiene:
d
YN Rl “CARYe (67

Al sustituir la ecuacién (67) en la ecuacion (66), e integrando la ecuacién resultante,
se obtiene:

g 22180 g %aw: -C, (68)

H
.'."I ij"

5) + HyEl
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HMEF%E{XE] =-Cx+C; (69)

5"2
2
Evaluado las condiciones de frontera de las ecuaciones (46), (47) y (48) en las
ecuaciones (68), (69) y (70), [|O]] es:

— C
HyEIll6]]1=— +Cex+C; (70)

MS
[18]]1== (71)
HyEl

Al sustituir la ecuacién (71) en la ecuacion (67), se obtiene:

- M.
P8 —H(x) ==
dx H El

HyGA, B(x,)=0 (72)

Note que la funcién de Heaviside se ha agregado a [|6]] en la ecuacién (72), pues
su posicién modifica w. Esta ecuacion es valida si:

i M
fj:';{xx:' —H{XS) _ ) —
H ol

0 (73)

Por lo tanto, al integrar la ecuacion (73), se obtiene que la solucién de W en S es:

MS
MXj:H[x:r;'[— ](H—X5}+Cs (74)

HMEJ
Al evaluar W en la discontinuidad xs, w(x = x,;) = [|w]|], entonces:
Ca=[lwl] (75)

Sustituyendo la ecuacion (75) en la ecuacion (74), se obtiene que w(x) es:

W) =[18]10x = x) +[|wl] (76)

Larelacion entre [|w|] y la fuerza cortante en la discontinuidad, Vs, se deduce a partir
de las ecuaciones (6) y (16) y la regularizacion del médulo de ablandamiento
continuo de cortante Hy, llegando a:

Vi V-V,
" H,GA, H,GA,

[lw] (77

donde, el mddulo de ablandamiento discreto de cortante para ablandamiento lineal,
Hy, esta dado como:

vE
H, d

=~ 2GA.G,, (78)

donde, Gss es la energia de fractura a cortante.
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La solucién para [|w|] también se puede expresar en términos de una regla de
ablandamiento exponencial, como fue desarrollado para [|8|] en la seccién anterior
(ver Figura 6), de tal manera que:

[lwi] = —2 L(VS 1]
wl]=—=———"Ln|—+ 79
HUEGAS V'J 79

donde, el médulo de ablandamiento discreto de cortante para ablandamiento
exponencial Hve, esta dado por:

2
VU

G’qgﬁfs

Hye = (80)

La soluciones en forma cerrada (w y ) en el dominio elastico-lineal Q*/~, y las
ecuaciones (71) y (76) en S, dan como resultado las soluciones en forma cerrada
para w(x) y 6(x) en Q, de manera que::

4+ C.xY Cox? Cax 2
qx 1 2 3 1 (qk ]
= i 1 1 +
W)= oae  em T 2E T B oA\ 2 TOXTG (81)
+HMH[xJL1@100x = x )+ H (VIH( x [ wl]
{'.ng {_'lx? (.'zx C

3 [ x|
6E] + >E - 7 + £ +H”[M]H‘xs.l[|9|] (82)

B x)=

Las fuerzas cortantes y los momentos acotados estan definidos, respectivamente,
en las ecuaciones (59) y (60).

Las ecuaciones (81), (82), (59) y (60) se exprean en términos de constantes de
integracion, las cuales dependen de las condiciones de frontera. A partir de estas
soluciones, Martinez-Miranda y Juérez-Luna (2021) desarrollaron soluciones para
distintas condiciones de frontera de vigas gruesas con discontinuidades que
ablandan, las cuales se presentan en la Tabla A 2.

6 Aplicacion a problemas de vigas con discontinuidades

Se han desarrollado distintos ejemplos précticos de vigas con discontinuidades
que ablandan, los cuales han sido modelados numéricamente. Estas soluciones
aproximadas generalmente se desarrollan a partir del método de los elementos
finitos. En esta seccion se validan la precisién y eficiencia de las formulaciones
variacionales propuestas, a partir del desarrollo y la aplicacién de soluciones en
forma cerrada de este tipo de ejemplos. Se presentan tres ejemplos de aplicacién
de vigas que presentan discontinuidades que ablandan, en los cuales se considera
que el modelo constitutivo discreto tiene una regla de ablandamiento lineal,
exponencial o ambas.

6.1 Fallaprogresivade unaviga en voladizo

En este ejemplo se estudia la falla progresiva de la viga en voladizo que se
presenta en la Figura 7, cuya propuesta y soluciéon numérica fue desarrollada por
Wu (2013). La viga esta sometida a un desplazamiento longitudinal preescrito, u*,
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en el extremo libre de la viga, el cual se aplicay se mantiene fijo durante la aplicacién
de la carga posterior. Un desplazamiento transversal incremental, w, se impone en
el extremo libre de la viga, hasta que se forma una discontinuidad que ablanda. Las
propiedades mecanicas de la viga son: EA =60, GA, =20, EI =0.8, lo que
corresponde a una seccion transversal de b = 0.15 y h = 0.40, con un mdédulo de
elasticidad E = 1x10% y una relacién de Poisson v = 0.275. La viga tiene una
longitud L = 1, a la cual se le impone el desplazamiento longitudinal ©v* = 0.1. La
fuerza axial dltima se toma en cuenta como N, = 15, el cortante Utimo de V,, =3y
el momento ultimo M, = 1.5. La energia de fractura a flexion es G, =75y la
energia de fractura a cortante es Gy; = 7.5.

P.w

v |
Figura 7. Viga en voladizo

En este ejemplo se relizaron los primeros dos casos propuestos por Wu (2013). El
primero consiste en imponer el desplazamiento transversal incremental en el
extremo libre de la viga hasta que se desarrolla una articulacién que ablanda, es
decir que solo se presentan una falla por flexion. Por lo que se considera que no
hay interaccién entre la fuerza axial, cortante y momento. El segundo caso consiste
en imponer el desplazamiento transversal incremental en el extremo libre de la viga
hasta que se forma una dislocacién que ablanda, es decir que solo se presenta un
falla por cortante. Al igual que el primer caso, no hay interaccién entre fuerza axial,
cortante y momento. Para los dos casos se considera Unicamente hipotesis de vigas
gruesas, de la cual se deduce las soluciones resultantes para hipétesis de vigas
delgadas. Debido a que en ambos casos no existe interaccion entre los elementos
mecanicos, el desplazamiento longitudinal impuesto no modifica el comportamiento
del desplazamiento transversal que se obtiene al no considerar dicha fuerza. Por lo
tanto, en este ejemplo se estudian Unicamente los desplazamientos transversales,
rotaciones, curvatura y deformaciones por cortante. El modelo constitutivo discreto
se considera con una regla de ablandamiento lineal. Las soluciones desarrolladas
en este ejemplo se dejan en términos de M, y H,,, para la falla por flexiony, V, y Hy,,
para la falla por cortante. Por lo tanto, cuando se considere el caso en el que solo
falla por flexion, sera necesario proporcionar de un valor grande a H,, y cuando se
considere el caso de falla por cortante se dara un valor grande a H,,.

Se presenta el desarrollo para obtener la soluciéon en forma cerrada de los
desplazamientos transversales, w, a lo largo de la viga. Esta solucién se deduce a
partir de Tabla A 2b, en la que se considera una regla de ablandamiento lineal. La
soluciéon corresponde a una viga en voladizo con una carga concentrada en su
extremo libre, la cual desarrolla una discontinuidad que ablanda (articulaciéon o
dislocacion) en su extremo fijo. En la ecuacion (83) se presenta la solucién de los
desplazamientos transversales. Las curvas de los desplazamientos transversales a
lo largo de la viga para distintos valores de P después de que se ha formado la
discontinuidad, se presentan en la Figura 8a, para el caso que solo falla por flexién,
y en la Figura 8b, para cuando solo falla por cortante.
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P2 Px M Vs
MX'P]_E{E_JC]+E+[U. = ]x+ = (83)

X
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

w(x)

w(x)

6 ——P=3.00 P=2.10
P=1.50 P=1.08
—P=0.42 ——P=0.00

b)

Figura 8. Curvas de la solucion en forma cerrada de los desplazamientos
transversales, w: a) falla flexion y b) falla cortante

La solucioén en forma cerrada de las rotaciones, 6, a lo largo de la viga se deduce
de la Tabla A 2b. En la ecuacion (84), se presenta esta solucion para el caso de
vigas gruesas, para el caso de ablandamiento lineal. Las curvas de las rotaciones
para distintos valores de P después de que se ha formado la discontinuidad, se
presentan en la Figura 9a, para cuando falla por flexion, y en la Figura 9b, cuando
falla por cortante.

Bx.P) = P (2= )+ s

T 84
16 0.8H,, 69
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Figura 9. Curvas de la solucion en forma cerrada de las rotaciones, 0: a) falla por
flexion y b) falla por cortante

La solucion en forma cerrada de la curvatura, k, a lo largo de la viga se deduce de
la Tabla A 2b. En la ecuacion (85) se presenta esta solucion para el caso de vigas
gruesas, para el caso de ablandamiento lineal. Las curvas de la curvatura a lo largo
de la viga para distintos valores de P después de formarse la discontinuidad, se
presentan en la Figura 10a, para cuando falla por flexién, y en la Figura 10b, cuando
falla por cortante.

Mg

_ P _s
K(x,P) = {},8{1 x) + 08H,, & x) (85)
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21 | T No acotado —P=150

K(x)

X
b)

Figura 10. Curvas de la solucién en forma cerrada de la curvatura, k: a) falla por
flexion y b) falla por cortante

La solucion en forma cerrada de las deformaciones por cortante, y, a lo largo de la
viga se deduce de la Tabla A 2b. En la ecuacién (86) se presenta la solucion para
el caso de vigas gruesas, para el caso de ablandamiento lineal. Las curvas de las
deformaciones por cortante a lo largo de la viga para distintos valores de P después
de formarse la discontinuidad, se presentan en la Figura 11a, para cuando falla por
flexion, y en la Figura 11b, cuando falla por cortante.
v
P = o | 52

20 " 201, €
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Figura 11. Curvas de la solucién en forma cerrada de las deformaciones por
cortante, y: a) falla por flexion y b) falla por cortante

Los desplazamientos transversales en el extremo libre de la viga, w(x = L), se
obtienen a partir de la ecuacion (83). Tanto el caso de falla por flexion como el de
falla por cortante se obtienen de dicha expresion, atendiendo a los comentarios en
parrafos anteriores. En la Figura 12 se presentan las curvas resultantes a partir de
las soluciones en forma cerrada para el comportamiento del desplazamiento
transversal en el extremo libre de la viga. Estas curvas representan el
comportamiento de la viga desde el inicio de la aplicacién de la carga hasta el
proceso de falla. Las curvas obtenidas de las soluciones en forma cerrada se
comparan con los resultados reportados por Wu (2013), quien model6
numéricamente este problema mediante elementos finitos enriquecidos con
articulaciones plasticas que ablandan. Al integrar el area total bajo las curvas de la
Figura 12, se obtiene que la energia disipada es igual para el caso de las soluciones
en forma cerrada desarrolladas y los elementos finitos enriquecidos desarrollado por
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Wu (2013). La energia disipada corresponde a la energia de fractura a flexion o la
energia de fractura a cortante, segln corresponda el caso, lo que garantiza la

validez de las soluciones desarrolladas.

1.6

| —— Solucién en forma cerrada - falla por flexion

14 b !
| AN Wu (2013) - falla flexion

12 |y N\

|
0 b ! \

|
@ os || N\
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os | N\
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02 I
! \\
00 | 1 1 1 1 S T
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w
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30 1 I
/ \  —Solucion en forma cerrada - falla por cortante
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!
]
00 1 1
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Figura 12. Curva carga P — desplazamiento transversal w, en el extremo libre de
la viga: a) falla por flexién y b) falla por cortante

Las curvas M - [|68]]y V; - [I[w]] en S, se presentan en la Figura 13, las cuales se
obtienen a partir de las ecuaciones (54) y (77), respectivamente, para
ablandamiento lineal. El area bajo estas curvas es equivalente a la energia de
fractura a flexién o energia de fractura a cortante, segin sea el caso.
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12

[l
b)

Figura 13. Curvas: a) M, - [|8]] en Sy b) V, - [|[w|] en S con regla de
ablandamiento lineal

6.2 Pruebaaflexién en tres puntos

Una viga simplemente apoyada se somete a una carga simétrica mediate la
imposicién de un desplazamiento transversal al centro del claro de la viga, como se
presenta en la Figura 14, cuyo modelado numérico fue realizado por Wells y Sluys
(2001). Las propiedades mecanicas del material de la viga son: modulo de
elasticidad E = 100 MPa, moédulo a cortante ¢ = 50 MPa y energia de fractura a
flexion Gy = 3x107*//rad. Se considera que la viga solo falla a flexion, con un
momento Ultimo M,, = 2.5x1073/, por lo que solo se desarrolla una articulacién que
ablanda. En el desarrollo de las soluciones se consideran tanto vigas delgadas
como vigas gruesas.

5 P,w
}4——

v

10
| !

Figura 14. Viga a flexion en tres puntos (dimensiones en milimetros)
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La viga de la Figura 14 fue modelada numéricamente por Wells y Sluys (2001) con
dos mallas diferentes de elementos finitos triangulares bidimensionales de seis
nodos. La primera malla consistié en 523 elementos finitos triangulares como se
presenta en la Figura 15a. La segunda malla const6 de 850 elementos finitos
triangulares como se muestra en la Figura 15b. Asimismo, este ejemplo fue
modelado numéricamente por Judrez-Luna y Ayala (2012) mediante elementos
finitos viga con discontinuidades interiores como se presenta en la Figura 16.

b)

Figura 15. Mallado de la viga con elementos finitos triangulares (tomado de Wells
y Sluys, 2001): a) 523 elementos y b) 850 elementos

Z

Figura 16. Modelado numérico de la viga con elementos finitos viga con
discontinuidades interiores (tomado de Juarez-Luna y Ayala, 2012)

El desplazamiento transversal, w, a lo largo de la viga se obtiene a partir de la
solucion en forma cerrada de una viga simplemente apoyada con una carga
concentrada al centro del claro, en la que se presenta una articulacion que ablanda.
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La soluciéon para vigas delgadas y vigas gruesas se deducen de la Tabla A le y
Tabla A 2d, respectivamente. En ambos casos se considera una regla de
ablandamiento lineal y exponencial. En las ecuaciones (87) y (88), se presenta la
solucién para vigas delgadas, tanto para ablandamiento lineal como exponencial,
respectivamente. En las ecuaciones (89) y (90), se presenta la solucién en forma
cerrada para vigas gruesas, tanto para ablandamiento lineal como exponencial,
respectivamente. En la Figura 17a, se presenta la curva de los desplazamientos
transversales a lo largo de la viga para distintos valores de P después de que se ha
formado la discontinuidad, la cual se obtiene a partir de la ecuacion (87). Bajo las
mismas condiciones, la curva de los desplazamientos transversales a lo largo de la
viga que se obtiene a partir de la ecuacion (89), las cuales se presentan en la Figura
17b. La curva obtenida a partir de la ecuacidn (88) es similar a la curva obtenida con
la ecuacion (87), asi como la curva obtenida de la ecuacién (90) es similar a la de
la ecuacion (89), pues la regla de ablandamiento es en la discontinuidad, no a lo
largo de la viga. A partir de las curvas que se presentan en la Figura 17, se aprecia
que, una vez formada la discontinuidad, a medida que la carga P disminuye, se
forma progresivamente la articulacion que ablanda al centro del claro, [|6]].

[ P 2

Wik, P =l = 51Tl = 5) 4 :Jc':n("”“_ ‘i ] 012x(P=1}+02d(P=1}x =5H{x =5 (87)

N R Px Sl - )

= - ¥ = 5§+ —— - - + [ 5 = -

wix,P) = oo (%= 51°Hx = 5] guﬂ[“ 5|~ 0.06xLA(P) +0.12(x = S)Ln{PIH(x = 5) (88)

P = 51PH +'—“[ “J]—r_ns-r- k|2 =i -3
wix Fi= 1350 o= X 3 '-."U"_'l.'"l_T. L1A ) iX 125 | 2 X A =5 | (89)

+0.24(P = 1Xx = 5H(x =5)
. P ey ey PE %2 : L E , o
wix F)= 13t0 x—5PH{x -5 +EI:I)"- 3 .I|—|'J-T'I'.-~.Ln Fi+ I.E'S[E_ x—5]H \.—'_v-l. (90)
+0.12(x =S FIH(x = 5]

La solucioén en forma cerrada de las rotaciones, 8, a lo largo de la viga se deduce
de la Tabla A le para vigas delgadas y de la Tabla A 2d para vigas gruesas. Estas
soluciones corresponden a una viga simplemente apoyada con una carga
concentrada al centro del claro que presenta una articulacion que ablanda. En
ambos casos se considera una regla de ablandamiento lineal y exponencial. En las
ecuaciones (91) y (92) se presentan la soluciones para vigas delgadas y gruesas,
tanto para ablandamiento lineal como exponencial, respectivamente. Las curvas de
las rotaciones a lo largo de la viga que se obtiene a partir de la ecuacién (91), se
presenta en la Figura 18 para distintos valores de P después de que se ha formado
la discontinuidad. La curva que se obtiene a partir de la ecuacion (92) es similar a
la curva obtenida con la ecuacion (91).

, P . L P . , .
Bx,P) = 2op(x—5)7HIx = 5} + 5o (100 - 4x7) - 0.12(P - 1) + 0.24(P - LH(x - 5) (92)
P - F
_ eV e e , N B}
8(x, Py = Jeo (X = SPPH(x = 5]+ 3o (100 — 4x7) = 0.06 L F) + 0.12Ln{ F)H{x = 5) (92)
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Figura 17. Curva de la solucién en forma cerrada de los desplazamientos
transversales, w, a lo largo de la viga: a) vigas delgadas y b) vigas gruesas
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Figura 18. Curva de la solucién en forma cerrada de las rotaciones, 0, a lo largo
de la viga (delgada y gruesa)
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La solucion en forma cerrada de la curvatura, k, a lo largo de la viga se deduce de
la Tabla A le para vigas delgadas y de la Tabla A 2d para vigas gruesas. Estas
soluciones corresponden a una viga simplemente apoyada con una carga
concentrada al centro del claro que presenta una articulacion que ablanda. En
ambos casos se considera una regla de ablandamiento lineal y exponencial. En las
ecuaciones (93) y (94), se presenta la solucién para vigas delgadas y gruesas, tanto
para ablandamiento lineal como exponencial, respectivamente. La curva de la
curvatura alo largo de la viga que se obtiene a partir de la ecuacion (93), se presenta
en la Figura 19 para distintos valores de P después de que se ha formado la
discontinuidad. La curva que se obtiene a partir de la ecuacion (94) es similar a la
curva obtenida con la ecuacion (93).

) P - Px .
=——(x=5H(x=5)— ——— +0.24(P- 1)8(x -
k(x,P) = 5o (x = 5)Hx=5) - =& 0.24(P-1)8(x-5) (93)
K(%,P) = =o—{x = 5)H(x — 5) =~ + 0.12Ln(P)5(x - 5) (94)
225 ' 450
0.013
/ —P=1.00N
No acotado —P=0.70N
—P=050N
0,009 P=0.24 N
B —P=0.06 N
£ P=0.00 N
=
=
T 0005 |
Rl ) e N S S e\ |
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Figura 19. Curva de la solucién en forma cerrada de la curvatura, k, a lo largo de
la viga (delgada y gruesa)

La solucion en forma cerrada de las deformaciones por cortante, y, a lo largo de la
viga se deduce de la Tabla A 2d para vigas gruesas. Las deformaciones por cortante
son nulas en vigas delgadas por las hipotesis consideradas. Esta solucion
corresponde a una viga simplemente apoyada con una carga concentrada al centro
del claro que presenta una articulacién que ablanda. En la solucién ya no es
necesario tomar en cuenta las reglas de ablandamiento, pues no se presenta una
dislocacion que ablanda. En la ecuacion (95), se presenta la solucién para vigas
gruesas. La curva de las deformaciones por cortante a lo largo de la viga que se
obtiene a partir de la ecuacion (95), se presenta en la Figura 20 para distintos
valores de P después de que se ha formado la discontinuidad.

P p
ﬁx,P}—m—EHEx—S} (95)
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Figura 20. Curva de la solucién en forma cerrada de las deformaciones por
cortante, y, a lo largo de la viga (gruesa)

La historia de los desplazamientos transversales en el centro del claro de la viga,
w(x = L/2), se obtiene para vigas delgadas a partir de las ecuaciones (87) y (88),
para ablandamiento lineal y exponencial, respectivamente, y para vigas gruesas a
partir de las ecuaciones (89) y (90), para ablandamiento lineal y exponencial,
respectivamente. En la Figura 21 se presentan las curvas resultantes de las
ecuaciones antes mencionadas, que representan el comportamiento de la viga
desde el inicio de la aplicacion de la carga hasta el proceso de falla. Las curvas
obtenidas de las soluciones en forma cerrada se comparan con los resultados
reportados por Wells y Sluys (2001), quienes modelaron numéricamente este
problema mediante elementos finitos triangulares bidimensionales de seis nodos
considerando esfuerzos planos y con los resultados reportados por Juarez-Luna y
Ayala (2012), quienes aproximaron la solucién con elementos finitos viga con
discontinuidades interiores (ver Figura 21).

1.0 3
A Solucién en forma cerrada - Lineal (Viga delgada)
\‘1 ——Solucidn en forma cerrada - Exponencial (Viga delgada)
08 f ' \ - = = Soluci6n en forma cerrada - Lineal (Viga gruesa)
Iy \\ Solucion en forma cerrada - Exponencial (Viga gruesa)
06 L [/ N, - Juarez-Luna y Ayala (2012)
z / \{ — Wells y Sluys (2001)
o ) N
f \\
04 |
. AN
N\
0.2 H
D p—
\ Dk
OO 1 1 N 1 1 1 1
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40
w (mm)

Figura 21. Curva carga P — desplazamiento transversal w(x = L/2), al centro del
claro de la viga
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Al integrar el area total bajo las curvas de la Figura 21, la energia disipada es igual
a 3.08x10~*/para el caso de los elementos finitos triangulares bidimensionales y
3x107%] para el caso de las soluciones en forma cerrada desarrolladas y los
elementos finitos con discontinuidades interiores. La energia disipada corresponde
a la energia de fractura a flexion, lo que garantiza la validez de las soluciones
desarrolladas. La diferencia en las pendientes en la parte ascendente de las curvas
se debe a que, en las vigas, el inicio del dafio ocurre cuando se alcanza el valor de
M, mientras que, para el caso de los elementos finitos triangulares, el inicio del
dafio ocurre antes de alcanzar el valor del momento Ultimo, lo que reduce el valor
de la pendiente. La curva M - [|8]] en S, se presenta en la Figura 22, la cual se
obtiene a partir de las ecuaciones (54) y (55), para ablandamiento lineal y
exponencial, respectivamente. El area bajo esta curva es también equivalente a la
energia de fractura a flexion.

2.50
—Lineal
——Exponencial
200
E 150 |
£
£
2"’ 1.00 |
0.50 r
0.00 : :
0 0.1 0.2 0.3

(161l (rad)

Figura22. Curva M -[|0]]en S

6.3 Viga empotrada con fend6meno de retroceso (snap-back phenomenon)

Se estudia el proceso de falla de una viga empotrada en sus extremos, la cual
estd sometida a una carga concentrada incremental al centro del claro de la viga,
como se presenta en la Figura 23. Las propiedades mecénicas del material son:
moédulo de elasticidad E = 40,000 MPa, médulo a cortante G = 16,666.67 MPa,
momento Ultimo M, = 0.8 MJ, cortante Ultimo V,, = 1.6 MN, energia de fractura a
flexion Ggr = 0.04 MJ/rad y energia de fractura a cortante G;r = 0.005MJ. La

seccibn transversal de la viga es rectangularde b = 0.1my h = 0.2 m.

En este ejemplo se estudian dos casos del proceso de falla de la viga. El primero
caso consiste en solucionar el problema con hipétesis de vigas delgadas, en el que
solo se toma en cuenta la falla por flexion, por lo que se desarrolla una articulacién
que ablanda. El segundo caso considera hip6tesis de vigas gruesas, en el que se
considera que la viga falla simultaneamente por flexién y cortante, por lo tanto, se
desarrollan una articulacion y una dislocacion que ablandan. Este ejemplo fue
propuesto y modelado numéricamente por Juarez-Luna y Ayala (2012) con
elementos finitos viga con discontinuidades interiores (ver Figura 16).
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Figura 23. Descripcién geométrica de viga empotrada

Los desplazamientos transversales, w,a lo largo de la viga, para el caso de hipétesis
de vigas delgadas, se obtiene a partir de la solucién en forma cerrada de una viga
empotrada con una carga concentrada al centro del claro, en la que se presenta una
articulacion que ablanda. Esta solucion se deduce a partir de Tabla A 1f, en la que
se considera una regla de ablandamiento lineal y exponencial. En las ecuaciones
(96) y (97) se presenta la soluciéon de los desplazamientos transversales de este
problema, considerando hipétesis de vigas delgadas, para ablandamiento lineal y
exponencial, respectivamente. En la Figura 24, se presenta la curva de los
desplazamientos transversales a lo largo de la viga para distintos valores de P
después de que se ha formado la discontinuidad, la cual se obtiene a partir de la
ecuacion (96). La curva obtenida a partir de la ecuacioén (97) es similar a la curva
obtenida con la ecuacion (96). A partir de las curvas de la Figura 24, se nota la
presencia del fendmeno de retroceso de desplazamientos (en inglés snap-back
phenomenon), pues una vez que ya se ha formado la discontinuidad, los
desplazamientos disminuyen a medida que disminuye la carga aplicada. Por lo que
las soluciones desarrolladas tienen la capacidad de modelar adecuadamente este
fendmeno fisico, lo que normalmente no es posible con la mayoria de los elementos
finitos con discontinuidades que aproximan estas soluciones.

Pae= [”. x]_[D.EEP—D.E Jxl,

P .
wix Pl=—Iix—1Hx—1)+

16 10,667 | 3 32 (96)
25P—0.8" .
+[MJM—1]HLX—1]
wix Pl= IpI'x—l':"H.’>.:—1]+ P’ [ﬂ'i—x]—D.Dlz"ﬁwa_nl‘ﬂElePW
i TR 10667 3, ' o : 97)

+0.05Ln(0.3125P)x = 1)H{x = 1)

La solucién en forma cerrada de las rotaciones, 6, a lo largo de la viga, para el caso
de hipétesis de vigas delgadas, se deduce de la Tabla A 1f. Esta solucion
corresponde a una viga empotrada con una carga concentrada al centro del claro
que presenta una articulacién que ablanda. Tanto una regla de ablandamiento lineal
como una exponencial se consideran. En las ecuaciones (98) y (99) se presenta
esta solucion para el caso de vigas delgadas, tanto para ablandamiento lineal como
exponencial, respectivamente. La curva de las rotaciones a lo largo de la viga que
se obtiene a partir de la ecuacién (98), se presenta en la Figura 25 para distintos
valores de P después de que se ha formado la discontinuidad. La curva que se
obtiene a partir de la ecuacion (99) es similar a la curva obtenida con la ecuacién
(98). Puede ser no tan evidente, pero a partir de las curvas de la Figura 25 se
observa nuevamente el fenémeno de retroceso de desplazamientos. Ademas, a
medida que la carga P disminuye, se va formando la articulacién que ablanda al
centro del claro, [|6]].
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Figura 24. Curva de la solucion en forma cerrada de los desplazamientos
transversales, w (vigas delgadas)
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Figura 25. Curva de la solucién en forma cerrada de las rotaciones, 0 (vigas
delgadas)

La solucion en forma cerrada de la curvatura, k, a lo largo de la viga se deduce de
la Tabla A 1f, para el caso de hipétesis de vigas delgadas. Estas soluciones
corresponden a una viga empotrada con una carga concentrada al centro del claro
que presenta una articulacion que ablanda. En las ecuaciones (100) y (101) se
presenta la solucion para vigas delgadas, tanto para ablandamiento lineal como
exponencial, respectivamente. La curva de la curvatura a lo largo de la viga que se
obtiene a partir de la ecuacion (100), se presenta en la Figura 26 para distintos
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valores de P después de que se ha formado la discontinuidad. La curva que se
obtiene a partir de la ecuacién (101) es similar a la curva obtenida con la ecuacién
(100). En las curvas de la Figura 26 nuevamente se observa el fendmeno de
retroceso, pues una vez formada la discontinuidad, a medida que disminuye el valor
de la carga P disminuye el valor de la curvatura a lo largo de la viga. Ademas, al
centro del claro de la viga se presenta el valor no acotado de la curvatura, es decir
una concentracion de deformaciones, lo que representa una singularidad.

3P ; L xY (025P-08", (025P-08
MR = S - DHOx- 1)+ 025 - 5 |- 023808 | [ 0238208l py - (100)
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2 (101)
+0.050n(0.3125P8x—1)
-0.4
/ —P=3.20 MN
03 No acotado :Ejgg mm
oa | P=1.15 MN
—P=0.45 MN
01 P=0.00 MN
£ 05 1 15 f
< 0 £ — | — N\
@ — S ——
% 01 f
02
03
0.4
X (m)

Figura 26. Curva de la solucién en forma cerrada de la curvatura, k (vigas
delgadas)

Ahora se presenta el desarrollo para obtener la solucion en forma cerrada de los
desplazamientos transversales, w, a lo largo de la viga, para el caso de hipotesis de
vigas gruesas. Esta solucion se deduce a partir de Tabla A 2e, en la que se
considera una regla de ablandamiento lineal y exponencial. La solucién corresponde
a una viga empotrada con una carga concentrada al centro del claro que presenta
una articulacion y una dislocacion que ablandan simultaneamente. En las
ecuaciones (102) y (103) se presenta la solucion de los desplazamientos
transversales de este problema, considerando hipotesis de vigas gruesas, para
ablandamiento lineal y exponencial, respectivamente. En la Figura 27, se presenta
la curva de los desplazamientos transversales a lo largo de la viga para distintos
valores de P después de que se ha formado la discontinuidad, la cual se obtiene a
partir de la ecuacion (102). La curva obtenida a partir de la ecuacién (103) es similar
a la curva obtenida con la ecuacion (102). De las curvas que se presentan en la
Figura 27, se observa la presencia del fendmeno de retroceso de desplazamientos,
pues una vez que ya se ha formado la discontinuidad, los desplazamientos
disminuyen a medida que disminuye la carga aplicada. Ademas, de la Figura 27 se
observa que simultaneamente se presenta la falla por flexién y por cortante, pues al
centro de la viga se forman progresivamente la articulacion que ablanda, [|9]], y la
dislocacion que ablanda, [|w]].
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Figura 27. Curva de la solucién en forma cerrada de los desplazamientos
transversales, w (vigas gruesas)

La solucién en forma cerrada de las rotaciones, 6, a lo largo de la viga, para el caso
de hipétesis de vigas gruesas, se deduce de la Tabla A 2e. Esta solucién
corresponde a una viga empotrada con una carga concentrada al centro del claro
que presenta simultineamente una articulacion y una dislocacion que ablandan.
Tanto una regla de ablandamiento lineal como una exponencial se consideran. En
las ecuaciones (104) y (105) se presenta esta solucion para el caso de vigas
gruesas, tanto para ablandamiento lineal como exponencial, respectivamente. La
curva de las rotaciones a lo largo de la viga que se obtiene a partir de la ecuacion
(104), se presenta en la Figura 28 para distintos valores de P después de que se ha
formado la discontinuidad. La curva que se obtiene a partir de la ecuacion (105) es
similar a la curva obtenida con la ecuacion (104). A partir de las curvas de la Figura
28 puede notarse nuevamente el fenédmeno de retroceso. Ademas, a medida que la
carga P disminuye, se forma progresivamente la articulacion que ablanda al centro
del claro, [|0]].
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Figura 28. Curva de la solucién en forma cerrada de las rotaciones, 0 (vigas
gruesas)

La solucién en forma cerrada de la curvatura, k, a lo largo de la viga se deduce de
la Tabla A 2e, para el caso de hipotesis de vigas gruesas. Estas soluciones
corresponden a una viga empotrada con una carga concentrada al centro del claro
que presenta una articulacion y una dislocacion que ablandan simultaneamente. En
las ecuaciones (106) y (107) se presenta la solucién para vigas gruesas, tanto para
ablandamiento lineal como exponencial, respectivamente. La curva de la curvatura
a lo largo de la viga que se obtiene a partir de la ecuacion (106), se presenta en la
Figura 29 para distintos valores de P después de que se ha formado la
discontinuidad. La curva que se obtiene a partir de la ecuacioén (107) es similar a la
curva obtenida con la ecuacién (106). En las curvas de la Figura 29 nuevamente se
observa el fenémeno de retroceso. Ademas, al centro del claro de la viga se
presenta el valor no acotado de la curvatura, es decir una concentracion de
deformaciones.
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Figura 29. Curva de la solucion en forma cerrada de la curvatura, i (vigas
gruesas)

La solucion en forma cerrada de las deformaciones por cortante, y, a lo largo de la
viga se deduce de la Tabla A 2e para vigas gruesas. Las deformaciones por cortante
son nulas en vigas delgadas por las hip6tesis consideradas, por lo que dicha curva
no se presenta. Esta solucidn corresponde a una viga empotrada con una carga
concentrada al centro del claro que presenta una articulaciéon y una dislocacién que
ablandan simultaneamente. En las ecuaciones (108) y (109) se presenta la solucién
para vigas gruesas, tanto para ablandamiento lineal como exponencial,
respectivamente. La curva de las deformaciones por cortante a lo largo de la viga
que se obtiene a partir de la ecuacién (108), se presenta en la Figura 30 para
distintos valores de P después de que se ha formado la discontinuidad. La curva
que se obtiene a partir de la ecuacion (109) es similar a la curva obtenida con la
ecuacion (108). En las curvas de la Figura 30 se observa el fendmeno de retroceso,
asi como el valor no acotado que se presenta al centro del claro de la viga, debido
a la concentracion de deformaciones por cortante.

e L [P (05P-16Y]_(05P-16Y. _
“”'P"_z??.??alz PHx ]"+( 55.843 ]J ( 256 _]E'*"' 1) (108)

. 1 [P [1_5 ] 1 ]

P)= —————| = —PHIx—1)+| =2 Lnl | ——

¥x,P) 2??.??&[2 (X=1)+| 55 l0.3125P) [55 03
‘| _ (109)

-'u|'i3'I

Ln(0.3 lESP‘.IJEr.’x— 1)
51



Aplicacion de soluciones en forma cerrada a problemas de vigas con.... 245

0.005 | \

No acotado

0003 | —P=320MN P=2.56 MN
P=1.92 MN P=1.15 MN
—P=0.45 MN P=0.00 MN

X (m)

Figura 30. Curva de la solucién en forma cerrada de las deformaciones por
cortante, y (vigas gruesas)

Los desplazamientos transversales al centro del claro de la viga, w(x = L/2), se
obtienen para el primer caso (vigas delgadas) de las ecuaciones (96) y (97), para
ablandamiento lineal y exponencial, respectivamente, y para el segundo caso (vigas
gruesas) a partir de las ecuaciones (102) y (103), para ablandamiento lineal y
exponencial, respectivamente. En la Figura 31 se presentan las curvas resultantes
a partir de las ecuaciones antes mencionadas, que representan el comportamiento
de la viga desde el inicio de la aplicacion de la carga hasta el proceso de falla. Las
curvas obtenidas de las soluciones en forma cerrada se comparan con los
resultados reportados por Juarez-Luna y Ayala (2012), quienes aproximaron la
solucién con elementos finitos viga con discontinuidades interiores.

4.0
Solucién en forma cerrada - Lineal (Vigas delgadas)
35 Solucién en forma cerrada - Exponencial (Vigas delgadas)
Solucién en forma cerrada - Lineal (Vigas gruesas) s
3.0 [ = - =Solucién en forma cerrada - Exponencial (Vigas gruesas) P
Juarez-Luna y Ayala (2012) L 7
25 | :
z
S 20
o -
7 -
15 | tad
_ /’ -
-
10 z:’ -
ol
P X
05 I ”’/” / 4 \\
0.0 / 1 1 /‘/ 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

w (m)

Figura 31. Curva carga P — desplazamiento transversal w(x = L/2), al centro del
claro de la viga

Al integrar el area total bajo las curvas de la Figura 31, se obtiene que la energia
disipada es igual para el caso de las soluciones en forma cerrada desarrolladas y
los elementos finitos con discontinuidades interiores. La energia disipada
corresponde a la energia de fractura a flexion y la energia de fractura a cortante, lo
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que garantiza la validez de las soluciones desarrolladas. Las curvas M, - [|6|] y V; -
[lIw]] en S, se presentan en la Figura 32, las cuales se obtienen a partir de las
ecuaciones (54) y (77) para ablandamiento lineal y con las ecuaciones (55) y (79)
para ablandamiento exponencial. El area bajo estas curvas es equivalente a la
energia de fractura a flexion o energia de fractura a cortante, segln sea el caso.

0.8 — Lineal
— Exponencial
06
g
z
=04
=
02
0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
[161] (rad)
a)
—Lineal
15 |
—Exponencial
=10}
z
3
(2}
>
05 |
0.0 : : :
0.000 0.002 0.004 0.006
[Iwl] (m)
b)

Figura 32. Curvas:a) My -[|0]]enSyb)V,-[lw|]ensS
7 Conclusiones

Se desarrollaron formulaciones variacionales del proceso de falla del material
para vigas delgadas y gruesas con discontinuidades que ablandan que se adaptan
para representar la localizacion de deformaciones. Estas formulaciones se
fundamentan en los principios energéticos de la teoria de vigas gruesas, de la cual
se deduce naturalmente la teoria de vigas delgadas. EI modelo de discontinuidades
interiores y las propiedades de la funcidon delta de Dirac se utilizaron para el
tratamiento matematico de las singularidades que se producen en la curvaturay /o
la deformacion por cortante. A partir de las formulaciones desarrolladas se obtienen
las ecuaciones diferenciales que definen el problema de valores en la frontera
mediante el andlisis convencional de célculo de variaciones.
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Se desarrollaron soluciones en forma cerrada para problemas de referencia de vigas
delgadas y gruesas al resolver las ecuaciones diferenciales. Estas soluciones
modelan adecuadamente la historia de cargas y desplazamientos, incluidas las
deformaciones no acotadas en la zona de localizacién, asi como la carga y descarga
en las partes en las que se divide la viga y, en particular, fenémeno de retroceso de
desplazamientos, que generalmente produce inestabilidades numéricas durante el
proceso de simulacién. Estas soluciones de forma cerrada proporcionan el
comportamiento del elemento de viga desde las cargas iniciales hasta el colapso
del elemento. En el desarrollo de las soluciones en forma cerrada se muestra que
existe una relacion directa entre el modelo de discontinuidad fuerte y el modelo de
discontinuidad discreta.

En los ejemplos de aplicacion, las curvas de carga-desplazamiento calculadas con
las soluciones en forma cerrada desarrolladas estan de acuerdo con las soluciones
numéricas reportadas en la literatura. Se demostré que la energia inducida por las
cargas externas a los elementos se libera o transforma en la energia necesaria para
desarrollar una discontinuidad (articulacion y/o dislocacion). Las areas bajo las
curvas M, — [|6]] y Vi — [|w|] son equivalentes a la energia de fractura a flexion y la
energia de fractura a cortarte, respectivamente.
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A Anexo

Tabla A 1. Soluciones en forma cerrada de vigas delgadas con discontinuidades
gue ablandan (tomado de Martinez-Miranda y Juarez-Luna, 2021)

Elemento viga

Soluciones en forma cerrada

z

a) Viga en voladizo con carga distribuida wix) = ;IEI (x?—4Lx+6L%) +[]6]1x
q 00 =X~ L+ 12) + lel
| K x) = ZE](X =2Lx+L%)+[|81]8(x)
: | M(x ]—E(xz—ELx+L2}
w(0) =0;8(0) = 0;M(L) = 0; V(L) =0 Vix) =gix—L)
b) Viga en voladizo con carga w{x) = —l':3L x)+[16]|]1x
concentrada E'E"
| ex )—E{u x)+[16]]
‘ K x) = IIL x) +[18]16( x)
| m =P(L - x)
w(0) = 0;6(0) = 0:M(L) = 0; V(L) = — Vix)= -
wix) = ZTEj{xl— 2Lx2+13)
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q
I
2/ Xs '%/A

w(0) = 0;w{L) = 0;M(0) = O;M(L) =
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L
~1i6H(x- 5
K00 = 5 = L) - 110118 x- £
Mix)= %[xz —Lx)
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d) Viga empotrada en un extremo y
simplemente apoyada en el otro con
carga distribuida

w(0) = 0;6(0) = 0;w(L) = 0:M(L) =0

wix) =

ax” [EEI[IBIJ sqL) x?
+ —
24El L? 8 J6El
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7 Xs Z
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_ P LY LY, Px*(L

f) Viga empotrada con carga w{x]l—ﬁ[x—?] H[I_E]Jr?(f_
concentrada [18]]x% L L

M -[IEl][x-EJH[x- E]

. P - P ([, _LY [ _LJ E(L_
7 8x)= zer[x EJ = 2) a2

' + LR _piiu(x- £ )
7
L/2 i L/2 |

w(0) = 0:w(L) = 0:68(0) = 0;8(L) = 0

Tabla A 2. Soluciones en forma cerrada de vigas gruesas con discontinuidades
que ablandan (tomado de Martinez-Miranda y Juarez-Luna, 2021)

Elemento viga

Soluciones en forma cerrada

a) Viga en voladizo con carga distribuida

w(0) = 0;6(0) =0;M(L) =0; V(L) =0
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e) Viga empotrada con carga
concentrada
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